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PRÉFACE. 


C'était  au  troisième  Congrès  international  des  mathémati- 
ciens à  Heidelberg,  en  automne  1904,  que  M.  Borel  m'avait 
proposé  de  rédiger,  pour  sa  Collection,  un  Volume  sur  les 
fonctions  entières  d'ordre  infini;  c'est  au  printemps  1909  que 
je  le  finis.  Je  m'excuse  de  ce  grand  retard,  dû  à  des  occu- 
pations très  diverses  et  très  variées  qui,  pendant  plusieurs 
années,  me  rendaient  impossible  tout  travail  suivi. 

Le  Livre  peut  être  regardé  comme  la  suite  des  Leçons  su7^ 
les  fonctions  entières  de  M.  Borel.  Il  en  diffère  toutefois  à 
quelques  points  de  vue.  Car  tandis  que  le  Livre  de  M.  Borel 
a,  en  général,  le  caractère  et  le  style  d'un  Traité  destiné  à 
rendre  accessibles  aux  étudiants  les  résultats  de  recherches 
nombreuses  disséminées  dans  les  périodiques,  j'ai  dû  rédiger 
mon  Volume  plutôt  en  forme  de  Mémoire.  En  effet,  le 
domaine  de  l'ordre  infini  n'a  pas  attiré  beaucoup  de  cher- 
cheurs, de  sorte  que  le  contenu  de  ce  Livre  est,  presque 
entièrement,  inédit.  J'espère  toutefois  qu'un  lecteur  con- 
naissant les  Fonctions  entières  de  M.  Borel  n'aura  pas  de 
peine  à  suivre  mon  exposition. 

Je  n'insiste  pas  sur  les  matières  traitées,  je  renvoie  aux 
différents  Chapitres  à  la  tête  desquels  se  trouve  un  résumé 
de  leur  contenu.  En  outre,  j"ai  rejeté  dans  des  Notes  à  la  fin 
du  Volume  deux  groupes  de  propositions  dont  j'ai  fait  usage 
dans  le  texte,  mais  dont  les  démonstrations,  un  [)eu  longues, 
l'auraient  encombré.  .Fui  cru  pouvoir  le  faire  d'autant  mieux 


que  ces  théorèmes  semblent  avoir  un  intérêt  indépendant. 

Il  y  a  un  point  que  je  tiens  à  relever  pour  éviter  tout  malen- 
tendu. Si,  étant  Allemand,  j'ai  rédigé  mon  Livre  en  français, 
cette  anomalie  est  uniquement  due  aux  circonstances  exté- 
rieures, à  la  proposition  jçracieuse  de  M.  Borel,  Ce  n'est  cer- 
tainement pas,  et  c'est  là-dessus  que  j'ai  voulu  insister,  que 
je  destine  ce  Livre  aux  étudiants  français  de  préférence  à 
mes  compatriotes.  Je  serais  très  heureux  au  contraire  si 
quelque  jeune  mathématicien  allemand  pouvait  s'avancer  au 
delà  des  bornes  où  j'ai  dû  m'arrêter. 

Je  dois  tous  mes  remercîments  à  M.  Borel  pour  avoir  bien 
voulu  me  prendre  comme  collaborateur  à  sa  belle  Collection 
de  Monographies.  Je  suis  sûr  au  moins  que  le  sujet  de  ce 
Livre  est  bien  choisi;  j'ai  été  tout  étonné  moi-même  de 
voir  combien  une  exposition  systématique  faisait  gagner  en 
simplicité  et  en  élégance  aux  recherches  sur  les  fonctions 
entières  d'ordre  infini. 

M.  l^rhard  Schmidt  m'a  prêté  un  concours  précieux  en 
revoyant  mon  manuscrit.  Mon  exposition  doit  des  perfec- 
tionnements importants  à  sa  judicieuse  critique.  Je  le 
remercie  affectueusement  pour  cette  collaboration  amicale. 

M.  Gauthier- Villars,  après  avoir  accueilli  ce  Livre,  a  fait 
preuve  d'une  grande  obligeance  au  cours  de  la  composition 
et  de  la  correction  des  épreuves.  Qu'il  veuille  bien  accepter 
l  expression  de  ma  reconnaissance  sincère  pour  son  ama- 
bilité et  ses  bons  soins. 

O.  Blumenthal. 

Aix-la-Cliapelle,  avril  1909. 
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INTRODUCTION. 

HISTORIQUE. 


Dans  le  présent  ^  oliinie  nous  allons  nous  oecuper  de  la  théorie 
des  fonctions  entières  les  plus  générales.  On  sait  ce  que  c'est 
qu'une  fonction  entière.  L'élément  caractéristique  qui  sert  à  étudier 
et  à  classifier  ces  fonctions  est  leur  croissance.  On  a  été  tout 
d'abord    amené  à  distinguer  trois  catégories  de  fonctions  entières. 

1°  Les  fonctions  d' ordre  fini  et  non  nul.  —  Ce  sont  celles 
dont  la  croissance  est  comparable  à  une  fonction  exponentielle  de 
la  forme  e'",  z  étant  un  nombre  fini  et  dilTérent  de  zéro,  /"désigne  ici 
comme  par  la  suite  le  module  de  la  variable  complexe  :  /•=  |  :;|. 

Ce  sont  ces  fonctions  qui  se  prêtent  le  plus  facilement  à  une 
étude  approfondie.  Ces  recherches  forment  actuellement  un  impor- 
tant corps  de  doctrine  dont  on  trouvera  un  premier  exposé  dans 
le  beau  Livre  bien  connu  de  M.  Borel,  Leçons  sur  les  fonctions 
entières.  Depuis,  d'importants  compléments  ont  été  ajoutés  à  la 
théorie  primitive,  notamment  par  MM.  Lindelof('),  Boutroux  (-), 
Wiman  (  -'j.  On  consultera  là-dessus  les  Mémoires  originau.\.  de 
ces  auteurs. 


(')  Acta  Soc.  Feiin.,  t.  XXXI,  1902. 
(-)  Acta  Math.,  t.  XXVIll,  190^  (iiiipriiné  en  1908  ). 
(')  Arkiv  for  Mat.  Astr.  och  l'ys.,  I.  I,  i9o'|. 
R. 


2  INTRODUCTION. 

2°  Les  fondions  d^oflie  zéro.  —  Ce  sont  celles  dont  la  crois- 
sance est  inférieure  à  toute  fonction  exponentielle  <?''(p  >»  o),  telle 
une  fonction  qui  croîtrait  comme  c'''<'s^'"''.  L'étude  de  ces  fonctions 
a  été  presque  entièrement  négligée  jusqu'ici  ('  ).  Nous  ne  nous  en 
occuperons  pas  non  plus  dans  ce  V^olume;  nous  remarquerons  seu- 
lement que  la  notion  de  fonction-type,  introduite  par  nous,  con- 
venablement transformée,  sera  pi-ohabiemcnt  nécessaire  pour  en 
établir  une  théorie  satisfaisante. 

3"  Les  fonctions  d'ordre  infini.  —  On  appelle  ainsi  les  fonc- 
tions qui  croissent  plus  vite  que  toute  exponentielle  e'",  telle,  par 
exemple,  la  fonction  e^'.  Ce  sont  ces  fonctions  qui  formeront  l'objet 
de  nos  recherches. 

Pour  cette  élude  on  a  proposé  d'introduire  encore  une  sub- 
<li\ision  que  j'indiquerai  brièvement  avec  les  notations  dues  à 
M.  Maillet. 

Posons 

e^(r9)  =  e'-\         e<,{rP)  =  ee>'^'-^\         e;j(/-P)  =  e«.('''),  

A-lors  on  réunit  dans  une  première  sous-catégorie  les  fonctions 
dont  la  croissance  est  comparable  à  une  fonction  e/((?-P).  M.  Maillet 
les  appelle  d'ordre  infini  non  transfini.  Restent  Jles  fonctions 
générales  dont  la  croissance  ne  se  plie  à  aucune  convention.  On 
les  rejette  dans  une  seconde  sous-catégorie,  celle  des  fonctions 
d'ordre  transfini. 

Cette  subdivision  a  un  intérêt  historique.  En  effet,  les  fonctions 
d'ordre  non  transfini  étant  aisément  abordables  par  des  procédés 
calqués  sur  ceux  qu'on  avait  employés  pour  l'étude  de  l'ordre 
fini,  il  était  tout  naturel  de  s'attaquer  d'abord  à  elles.  C'est  ce 
cpi'ont  fait  MM.  Hadamard  et  Boutroux,  pour  des  questions  spé- 
ciales; puis  M.  Maillet,  dans  plusieurs  Mémoires,  a  exposé  ces 
recherches  systématiquement.  Mais  cette  subdi\ision  ne  fait  que 
reculer  la  difficulté,  qui  consiste  justement  dans  l'étude  des 
fonctions     générales    (d'ordre    transfîni).    Nous    ne    l'adopterons 


(')  A  rexception  d'une  récenle  Thèse  de  M.  H.  Zollicli,  Beitràge  zur  Théorie 
der  ganzen  transzendenten  Funktionen  der  Ordnung  Null  (  Inaugural-Dis- 
serlalion,  Halle.  1908).  Malheureusement,  ce  Mémoire  contient  plusieurs  fautes 
manifestes.  Déplus,  les  résultats  obtenus  ne  me  semblent  pas  épuiser  la  question. 
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donc  pas,  mais  ex  j^oserons  des  procédés  s'adaptant  à  toutes  les  fonc- 
tions d'ordre  infini. 

C'est  M.  Borel  qui,  dans  un  AJémoire  des  Acta  Mathemalica  (  '  ), 
a  le  premier  jeté  les  bases  d'une  théorie  comprenant  toutes  les 
fondions  entières  d'ordre  infini.  Pour  y  arriver,  il  fallait  d'abord 
compléter  sur  des  points  importants  la  théorie  de  l'ordre  fini,  en 
particulier  introduire  la  notion  de  Vordre  au  lieu  du  s^enre  qui 
jusque-là  avait  dominé  souverainement.  On  sait  combien  la  théorie 
de  l'ordre  fini  elle-même  a  gagné  parce  remaniement.  Ceci  fait,  la 
généralisation  au  cas  de  l'ordre  infini  n'était  plus  difficile  en  ce 
qui  concernait  l'énoncé  même  des  tliéoièmes.  On  n'avait  qu'à 
s'inspirer  d'analogies  évidentes.  Mais  il  en  était  tout  autrement 
des  méthodes  de  démonstration,  qui  changent  à  peu  près  complè- 
tement. C'est  avec  une  intuition  profonde  et  pénétrante  que 
M.  Borel  a  reconnu  et  signalé  les  difficultés  spéciales  du  problème 
et  indiqué  les  principaux  moyens  pour  les  surmonter. 

Il  reste  toutefois  des  lacunes  dans  son  travail.  La  théorie  est  dans 
son  entier  fondée  sur  la  notion  de  croissance  très  rapide.  Or 
cette  notion  est  un  reste  de  la  subdivision  dont  nous  avons  parlé 
tout  à  l'heure,  et,  si  l'on  apporte  à  sa  définition  toute  la  précision 
nécessaire,  on  voit  que  les  fonctions  à  croissance  très  rapide  ne 
forment  encore  qu'une  classe  très  restreinte  de  fonctions,  dont 
la  croissance  présente  une  certaine  régularité  (-). 

Pour  compléter  ces  lacunes  et  créer  une  théorie  comprenant 
toutes  les  fonctions  entières  sans  exception,  j'ai  proposé  un  concept 
auxiliaire  nouveau  auquel  j'attache  de  l'importance,  la  fonction- 
type  (^Vergleichsfunktion).  Cette  notion  a  été  développée  par 
M.  Albert  Kraft  dans  son  Inaugural-Dissertation  (Gœttingen,  1908) 
Ueber  ganze  transcendente  Functionen  von  unendlicher  Ord- 
nung;  grâce  à  elle,  M.  Kraft  a  pu  traiter  les  cas  généraux  qui 
échappaient  aux  méthodes  de  M.  Borel  ('). 

Presque  en  même  temps,  M.  Boutroux,  qui  du  reste  ne  s'occu- 
pait qu'incidemment  des  fonctions  d'ordre  infini,  donna  une  autre 


(')  Sur  les  zéros  des  fonctions  entières  {Acta  Math.,  t.  XX,  1897). 

C)    Voir  Cliap.  I,  n"  2,  et  Cliap.  II,  n"  6  (notes  au  bas  de  la  page). 

(')  M.  Kraft  distingue  deux  sous-catégories  de  fonctions  d'ordre  infini  :  celles 
de  type  convexe  et  celles  <lc  type  concave.  La  dernière  sous-catégorie  ne  contient 
que  des  fonctions  d'ortlre  non  iransfini.  C'est  encore  un  reste  de  la  subdivision. 
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démonstralion,   plus  simple,  d'un  des  principaux  théorèmes  ('). 

Je  dois  enfin  signaler  des  recherches  toutes  récentes  de  M.  A. 
Denjoy,  dont  les  résultais  sans  démonstrations  ont  été  communi- 
qués à  l'Académie  des  Sciences  (i3  janvier,  29  juin  et  i3  juillet 
1908)  pendant  que  ce  Livre  était  à  rim|)ression.  Je  regrette  de  ne 
plus  avoir  pu  en  tirer  profit  pour  compléter  ma  théorie,  j  ai  dû  me 
borner  à  une  comparaison  des  résultats  (-). 

La  tiu-orie  exposée  tians  ce  Livre  est  au  fond  celle  de  M.  Kraft. 
Je  crois  toutefois  pouvoir  la  considérer  comme  nouvelle,  tous  les 
détails  étant  à  peu  près  complètement  changés.  Il  ne  reste  en  vérité 
que  les  généralités,  notamment  l'emploi  des  fonctions-types.  Mais  la 
définition  même  de  ces  fonctions  a  subi  des  modifications  essen- 
tielles. De  plus,  nous  arriverons  à  des  résultats  nouveaux  et  inat- 
tendus sur  le  théorème  de  M.  Picard.  Je  signale  aussi,  comme  une 
réforme  importante,  l'introduction  systématique  des  infiniment 
petits  £  dont  on  sait  bien  le  rôle  dans  tous  les  théorèmes  sur  les  fonc- 
tions entières.  Ce  concept  a  pu  rester  quelque  peu  vague  dans  les 
recherches  qui  n'allaient  pas  au  delà  de  l'ordre  fini;  pour  nous, 
une  définition  rigoureuse  était  indispensable. 

Notre  théorie  nouvelle  comprend  toutes  les  fonctions  entières 
sans  exception.  J'espère  que,  quelques  notions  préliminaires 
acquises,  elle  ne  le  cède  pas  en  concision  et  en  simplicité  à  celle 
de  l'ordre  fini  (•'). 


(  '  )    Voir  Chap.  III,  n"  2. 

{■)  Voir  Chap.  V,  n'  5. 

(^)  J'ai  donné  un  premier  aperçu  de  la  théorie  simplifiée  dans  une  Noie  parue 
dans  \t?t  Jahresberichte  der  Deutschen  Matliematiker-Vereinigung,  l.  XVI,  1907. 
On  verra  par  la  suile  que,  depuis,  je  l'ai  encore  remaniée  et  sensiblement  mo- 
difiée. J'ai  aussi  dû  rectifier  quelques  assertions,  ce  que  j'indiquerai  par  des  notes 
uu  bas  de  la  page. 


CHAPITRE  I. 

SUR  LE  MODK  DE  CROISSANCE  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES. 


Soit  /"(^)  une  fonction  entière  de  la  variable  complexe  z.  Nous 
envisageons  un  cercle  |  ;|  =  /-  ayant  l'origine  comme  centre  et  nous 
considérons  le  maximum  de  la  valeur  absolue  de  y"(^)  sur  ce 
cercle.  Soit  M  ce  maximum.  L'ensemble  des  maxima  obtenus 
pour  les  différentes  valeurs  de  /■  forme  une  fonction  M  (/)  que 
nous  appeWevonsle  module  maximum  de  f{z).  On  sait  que  M  (r) 
est  une  fonction  croissante  ('). 

Dans  ce  premier  Chapitre  nous  allons  faire  une  étude  préli- 
minaire de  sa  croissance.  Nous  relevons  sur  des  exemples  certaines 
particulai'ités  et  irrégularités  qu'elle  peut  présenter;-ce  sont  elles 
qui  justifient  et  nécessitent  les  développements  ultérieurs. 

Ce  Chapitre  peut  être  omis  à  une  première  lecture. 

1.  Fonctions  à  croissance  1res  rapide.  —  Introduisons  les 
notations  suivantes  : 

Alors  toute  fonction  <?/;(-')  (l  entier  positif)  croit  plus  vite  à  partir 
d'une  valeur  déterminée  de  /•  que  toute  fonction  ek-\  (^'")  {m  en- 
tier positif).  Nous  avons  donc  une  échelle  de  fonctions  entières  à 
croissance  de  plus  en  plus  rapide. 

Nous  allons  montrer  qu'il  existe  des  fonctions  croissant  plus 
rapidement  que  toute  fonction  de  cette  échelle.  Pour  abréger, 
nous  les  appellerons,  avec  M.  Borel,  à  croissance  f/'ès  rapide. 


(  '  )  Il  est  intéressanl  d'étudier  son  caractère  analytique,   l^oir  ma  Note  dans  le 
Bu/l.  Soc.  Math,  de  France,  t.  XWV^  1907. 


b  CII.VPITHK    I. 

Le  moyen  qui  se  prèle  le  plus  siniplemenl  pour  construire  de 
telles  fonctions  est  leur  développement  de  Taylor  (  '  ). 

Désignons  par  L.r  le  logarithme  ordinaire  (-)  de  x  el  par  L^a? 
son  itération  /z"'"*  [donc  LjX  =  L(L:c)].  Formons  les  entiers 
croissants 

définis  par 

(2)  L„M„=rt, 

et  considérons  la  série 


(3)  /(^)  =  l-T-  -  H- -^.  -^...-H  -^^ -+•.  .  .. 

Cette  série  représente  évidemment  une  fonction  entière,  car  on  a 

,.         /     I  ,.        I 

lun  t  /  n-  =  l'ii  =  o. 


Je  dis  cpie/"(5)  est  à  croissance  très  rapide.  En  effet,  posons 

I  ^  I  =  Trt  =  e.  lo", 

et  évaluons  d'abord  le  terme  principal 


On  a 

/•„=  e.  lo"  =  eL„_i:M„,         L„_,  M„=io''  > /*„, 
donc 

,M„>  e,i_2(r„), 

et  le  terme  principal  a  une  valeur  >e«_((/«).  Comme  du  reste, 
pour  z  =  /•„,  tous  les  termes  de  la  série  sont  positifs,  on  a,  a  for- 
tiori, 

M  (/•„)=/(r„  )>«„-,(/•„). 

Donc  f{z)  croit  plus  vite  qu'une  fonction  quelconque  en{^)  de 
notre  échelle. 


(')   Un  procédé   difTércnl   a    été    indiqué    par   M.    Horel    {Acta   Math.,    t.    XX, 
p.  369,  el   Leçons  sur  les  fonctions  entières,  p.  92). 
C)  Je  choisis  la  base  10  au  lieu  de  e  pour  avoir  des  exposants  entiers. 
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Il  est  du  reste  facile  de  compléter  ce  résultat  en  montrant  que 
\)Our  Ions  les  points  du  cercle  /•„  la  fonction  y  est  sensiblement 
du  même  ordre  de  grandeur.  Cela  tient  à  ce  (jue  la  somme  de  tous 
les  autres  termes  de  la  série  est  néj^ligealjle  par  rapport  au  terme 
principal.  En  ellel,  considérons  dabord  la  somme  des  termes  pos- 
térieurs au  terme  principal  et  posons-y    |  ^  1  =  /'«•  Nous  aurons 


:M.^î 


,0  //-t-UMn+i  |Qv«-H2)M„.j.s 


\  10/  \  'O-  / 


\M„+, 


expression   cpii  décroît  inlînimenl  avec  -•  D  autre  part,  dans  les 

termes  qui  précèdent  le  terme  principal,  négligeons  les  dénomi- 
nateurs, ce  qui  ne  fera  qu'augmenter  la  somme.  On  voit  alors 
quelle  est  inférieure  à 


\  ,,.ll„_i — -»n— 2  .."n— 1        •'•«— 3  / 

'il  '  n  I 

iji  désignant  un  nombre  \oisin  de  zéro.  Il  reste  à  évaluer  aj)proxi- 
mativement  /-^J"-'  et  à  comparer  la  valeur  obtenue  à  e*'",  \aleur  du 

terme  principal.  Pour  cela,  nous  remarquerons  que  L,i_i  |  —  LM/,  j 

dilTére  très  peu  de  L„-M„.  Donc,  r,„  désignant  encore  un  nombre 
voisin  de  zéro. 


donc 
Par  suite 


L„_i  (  -  L.M„  )  =  lin  M„—  Tj/j  =  n  —  r,„  >  n  —  I , 


/iM„_,  <LM„. 

/•»!"-'  =  U« .  1  oj        <  y e"  .  I  oj      <  M  ;^ , 


valeur  qui  peut  être  négligée  par  rapport  à  e^'".  C'est  donc  bien 
le  terme  principal  qui.  sur  le  cercle  |  ^  |  =  'Vo  détermine  à  lui  seul 
Tordre  de  grandeur  de  toute  la  série. 

2.  Fonctions  à  croissance  très  irrégulière.  —  Si  nous  savons 
qu  une  fonction  est  à  croissance  très  rapide,  cest-à-dire  <pi"elle 
prend,  sur   une  infinité  de  cercles  /•,  des   valeurs   d  un   ordre    de 
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grandeur  de  plus  en  plus  élevé,  il  ne  faul  pas  en  conclure  qu'il  en 
esl  de  nu'ine  sur-  tous  les  cercles. 

Dans  le  cas  des  lonclions  d"<jrdre  fini,  .M.  Burel  a  insisté  sur  un 
mode  de  croissance  remarquable  qu'il  a|)pelle  la  croissance  irré- 
gulière. :  c'est  qu'une  fonctirin  qui,   sur  une  infinité  de  cercles 

croissant  à  l'infini  /•,,  /•;,.  ...,  r,, est  d'ordre  e'',  peut,  sur  une 

infinité  d'autres  cercles  /•,,  /•.,.  ....  r\^.  ...  (/"i  <<'",< '-j  <''•.-<  •••)' 
n'être  (pie  d'ordre  e''  (  '  ). 

Efi  Ijien,  le  même  pliénomène  de  croissance  irrégulière  peut  se 
présenter  chez  les  lonclions  à  croissance  très  rapide.  Nous  forme- 
rons une  fonction  qui,  sur  une  infinité  de  cercles  /•),  /•,,■,  ...,  est 
bien  à  croissance  très  rapide,  tandis  que,  sur  une  infinité  de 
cercles  intermédiaires  /•, ,  /\,  . . .,  sa  valeur  absolue  reste  au-dessous 
de  e''.  Vouv  abréger,  nous  appellerons  de  telles  fonctions  à  crois- 
sance très  irrégulière.  Ce  sont  elles  qui  compliquent  surtout  les 
raisonnements  généraux  sur  la  croissance  des  fonctions  entières  (  -  ). 

Pour  former  notre  exemple,  nous  n'axons  cpi  à  modifier  légè- 
rement la-série  (3),  en  j  supprimant  une  infinité  de  termes. 
Posons  donc 

(4)  /'  ^1  =  1+    ",,  '     -H    ".,  .',    -^-.•■, 

les  v„  étant  des  nombres  entiers  j)ositifs  choisis  de  sorte  que 

iov„-*-,>  .M,;,_. 

Considérons  maintenant  deux  suites  de  cercles  croissant  à  l'infini  : 

a.  Les  cercles  de  rayon  //,  =  e.  i  o"'" ; 

b.  Ceux  de  rayon  /'„=  M^- . 

(')  Fonctions  entières,  Noie  III,  p.  120.  —  M.  Borel  esl  revenu  sur  ce  sujet  der- 
nièrement {Circolo  Mat.  Palermo,  t.  XXIII,  1907)  et  y,  lui  ;iussi,  adopté  pour 
la  construclion  de  fonctions  n  croissance  irrégulière  la  méthode  des  séries  de 
Taylor  lacunaires. 

(^)  C'est  ici  que  se  ti-ouve  la  lacune,  signalée  dans  l'Introduction,  dans  le  Mé- 
moire de  M.  Borel  (Acta  Matli.,  l.  \X).  M.  Borel  ne  lient  pas  compte  des  fonc- 
tions à  croissance  très  irrégulière.  Les  fonctions  qu'il  appelle  à  croissance  très 
rapide  sont  censées  être  d'un  ordre  de  grandeur  très  élevé  sur  tous  les  cercles  /•. 
On  pourrait  dire  qu'elles  sont  à  croissance  régulière  et  très  rapide.  (On  trou- 
vera un  énoncé  plus  exact  des  hypothèses  de  M.  Borel  au  Chap.  II,  n°  6).  Or  notre 
exemple  fait  voir  que  cette  condition  de  régularité,  imposée  implicitement  aux 
fonctions  à  croissance  très  rapide,  est  bien  restrictive  cl  nous  fait  passer  à  côté 
des  cas  les  plus  intéressants. 
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Nous  allons  voir  que  sur  les  deux  cercles  /•„  et  /•,',  la  fonction  /(:;) 
ne  diflere  pas  sensiblement  de  son  terme  principal 


.M,, 


lO^nM 


Nous  n'avons  plus  à  nous  occuper  des  cercles  r„.  Supposons 
donc  1^1  =  /•„  =  M,^^.  En  répétant  le  raisonnement  qui  nous  a  servi 
plus  haut  on  se  convainc  d'abord  que  la  somme  des  termes  précé- 
dents est  négligeable  par  rapport  au  terme  principal.  Considérons 
donc  les  termes  postérieurs.  Or,  d'après  le  choix  des  nombres  v„, 


A'v! 

'n  +  : 

lO''"-! 

>lv    ^ 

< 

•-^ 

£„  étant  encore  un  nombre  voisin  de  zéro.  Notre  assertion  est  donc 
bien  prouvée. 

Mais  le  terme  principal  est  >  e,^_  _i(  /•,/)  sur  le  cercle  r„-  D'autre 
part,  sur  le  cercle  r'^  on  a 


"J   "     '„  i//„Lv    V' 


—  <  e'  •',  C.    Q.    F.    D. 


10* 


J'ajoute  qu'on  peut,  en  espaçant  convenablement  les  nombres  v„, 
abaisser  encore  davantage  l'ordre  de  grandeur  de  la  fonctiony  sur 
certains  cercles,  cet  ordre  n'étant  limité  inférieurement  que  par 
le  théorème  bien  connu  que  M(/')  croît  plus  vite  qu'une  puissance 
quelconque  /• 
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LA  CKOISSANCE  DKS  FONCriONS  CONTINUES 
ET  LES  FONCTIONS-TYPES. 


La  croissance  des  fonctions  telles  que  M(/"),  malgré  son  extrême 
variété,  est  soumise  à  certaines  lois  sur  lesquelles  M.  Borel  a  été 
le  premier  à  attirer  l'attention.  Ces  lois  sont  une  conséquence  de 
la  seide  continuité;  c'est  pourquoi  nous  les  énoncerons  pour  les 
fonctions  continues  croissantes  en  général,  ce  qui  simplifiera  le 
langage.  Elles  nous  conduiront  à  distinguer  entre  des  vitesses  de 
croissance  ordinaire  et  exceptionnelle.  Conime,  pour  les  buts  que 
nous  avons  en  vue,  il  nous  importe  tout  particulièrement  d'en- 
rayer les  vitesses  de  croissance,  nous  nous  posons  un  problème 
d'interpolation  ou  cV ajustement  :'\\  s'agit  de  remplacer  une  fonc- 
tion croissante  quelconque  par  une  fonction  qui  ne  croît  jamais 
exceptionnellement  vite.  C'est  ce  problème  que  j'appelle  problème 
des  fonctions-types.  Je  remarque  d'avance  que  les  fonctions-types 
servent  de  base  à  tous  nos  développements  ultérieurs. 

1.  Les  fonctions  continues  croissantes  et  les  infiniment 
petits.  —  Soit  w{x)  une  fonction  réelle  et  positive  de  la  variable 
réelle  et  positive  x  qui  pour  toute  valeur  finie  de  x  est  monodrome, 
finie,  continue  et  non  décroissante  (').  De  plus,  nous  supposerons 


(  )  Il  sera  bon  pour  certaines  applications  {voir  n°  5,  Remarque  III)  d'élargir 
racccption  des  mots  monodrome  et  continue,  en  nous  plaçant  à  un  point  de  vue 
géométrique.  Nous  appellerons  monodrome  et  continue  toute  courbe  telle  que 
son  intersection  avec  chaque  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées  est  ou  bien  un  point 
unique  ou  bien  un  segment  fini  et  d'un  seul  tenant.  Les  fonctions  correspon- 
dant à  de  telles  courbes  présentent  des  sauts  brusques  aux  points  où  la  courbe 
est  formée  d'un  segment  parallèle  à  l'axe  des  ordonnées.  Elles  ne  sont  donc  pas 
continues  au  sens  de  l'Analyse.  Nous  les  appellerons  géométriquement  continues. 
(  Voir  p.  ex.,  au  n°  5  de  ce  Cliap.,  \di/ig.  2.) 
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que  ir(jc)  tend  vers  linfini  avec  ^  : 

lim  w(x)  =  00. 

.1'  =  oo 

II  y  a  lieu  d  introduire  en  même  temps  le  concept  de  Vinji- 
liinieiii  petit.   Nous   désignons  par  ce    nom  une  Jonction  z[x) 

continue  et  décroissante  et  nui  tend  vers  zéro  avec  -•  Nous  ré- 

serverons  les  lettres  ô,  s  et  a]  pour  les  infiniment  petits.  Soit  alors 
une  inégalité  de  la  forme 

(  a)  (Pj  (x)  <  w(x)^-^^, 

iv  et  (V,  étant  des  fonctions  continues  croissantes.  Elle  peut  avoir 
deux  significations  différentes.  En  général,  elle  affii^me  simplement 
1  existence  d'un  infiniment  petit  vérifiant  l'inégalité;  en  d'autres 
mots,  elle  indique  le  fait  : 

Quelque  petit  que  nous  choisissions  le  nombre  positif  h ^  nous 
pouvons  trouver  une  valeur  Xq  de  x  telle  que,  pour  x'^  Xç^^ 
l'inégalité  {%)  soit  constamment  vérifiée. 

Ces  infiniment  petits  indéterminés  seront  de  préférence  dési- 
gnés par  la  lettre  ô. 

Mais  il  arrivera  aussi,  et  c'est  constamment  le  cas  dans  ce 
Chapitre,  que  des  infiniment  petits  soient  des  fonctions  données 
de  la  variable  qui  déterminent  à  leur  tour  des  fonctions  croissantes  ; 
ainsi  l'inégalité 

(^)  wlx-i — ^-\±w{xy-^^ 

détermine,  e  étant  une  fonction  donnée,  une  classe  particulière 
de  fonctions  ^croissantes.  Cette  classe  s'élargit  d'autant  plus  que 
l'infiniment  petit  est  choisi  plus  grand;  c'est-à-dire,  si  pour  toutes 

les  valeurs  de  x 

t  {x)  ^  t{x), 

toute  fonction  satisfaisant  à  ([3)  satisfait  de  même  à 
(y)  wLv-^  -^\  <wixy+-'. 

La  lettre  î  désignera  toujours  un  infiniment  petit  donné. 
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Dans  les  Ouvrages  qui  s'occupent  des  fonctions  entières  d'ordre 
fini,  on  j)cut  se  dispenser  de  cette  introduction  et  définition  sys- 
ténialiquo  des  infminienl  petits.  Dans  nos  recherches,  au  contraire, 
tout  rehichement  dans  la  définition  entraînei-ait  des  obscurités. 

2.  Premier  théorème  sur  la  croissance.  —  Ces  conventions 
faites,  voici  de  quelle  manière  nous  allons  étudier  la  vitesse  de 
croissance  d'une  fonction  w{x).  Faisons  parcourir  au  point  x  son 
axe  et  tâchons  de  délimiter  à  sa  droite  un  intervalle  tel  qu'en 
chacun  de  ses  points  x'  la  quantité  w{x')  soit  liée  à  w{x)  par 
l'inégalité 

(r)  w{x')  <.vi>{xy-^^. 

a  étant  un  nombre  positif  fixe,  mais  aussi  petit  que  l'on  veut  i  on 
supposera  en  particulier  a  <;  i ).  11  est  manifeste  que  l'étendue 
de  cet  intervalle  en  chaque  point  fournira  une  mesure  de  la 
vitesse  de  croissance  de  la  fonction. 

Et  tout  d'abord,  l'étendue  de  Tinlervalle  dépend  essentiellement 
de  la  fonction  w(,r);  en  d'autres  mots,  il  n'y  a  pas  d'intervalle 
qui  vaille  pour  toulesles  fonctions  continues  croissantes  à  la  fois. 

Ceci  est  très  aisé  à  voir,  car  soit  i{x)  une  quantité  donnée 
positive  décroissante  quelconque  qu'on  proposerait  comme  lon- 
gueur d'un  intervalle  valable  pour  toute  fonction.  Nous  n'aurons 
qu'à  prendre 


iv{T)  =  e«'^"'' 


Aj^r)\' 


alors 


(v[x-f-  i{T)]  =  e-2     -7^ ^'      ~  eiL<?-e"'''J  =  w(Ty>  (v(.r)'-»-a. 

De  celle  lemarque  découle  l'im|)ortance  du  fait  suivant,  énoncé 
et  utilisé  par  M.  Borel  {Acta  Math.,  t.  XX,  p.  3-0-377)  ' 

Une  fonction  continue  croissante  vérifie  en  général  l'inéga- 
lité (i)  dans  un  intervalle  d'étendue  -, ; 

^   '  \ogvi>{x) 

La  raison   de   cette    propriété  s'explique   aisément  en  langage 
géométrique.  En  effet,  si,  à  partir  d'un  point  x.,  la  fonction  satis- 
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faisait  constamment  à  l'inésalité  contraire 


(A; 


W  l  X  -^ 


w(x)^ 


a  étant  un  nombre  arbitraire,  indépendant  de  x,  sa  croissance 
serait  tellement  rapide  que  a-  deviendrait  infinie  pour  une  valeur 
finie  de  x,  c'est-à-dire  que  la  courbe  w  =  w{x)  aurait  une  asymp- 
tote parallèle  à  Taxe  des  ce. 

Voici   la   démonstration  analytique.   Supposons  l'inégalité   (A) 
vérifiée  pour  toutes  les  valeui's  x  à  partir  de  x  ^  Xq.  Posons 


lo-<r(iro)        ^"^  '^"^  \ogw(x^) 


Alors,  d'après  Ihypotbèse  faite, 

logn-ix'^)    g(\-h  OL)\ogw(xu), 
\ogiv(xl)^  (i-i-'y.)  \o<j;w{t'^)    >(i-t-  a)^  logwiXo), 

logw(.r<,'")^(H-a)«log(v(a7o), 

Ces  logarithmes  et,  par  suite,  les  valeui's  (ï'(^'J'^)  tendent  vers 
l'infini  avec  n.  Mais  il  n'en  est  pas  de  même  des  abscisses  corres- 
pondantes x\l''.  Car 


(2) 


,(ra;  —  -v.(«-l  ) 


log«'(j7  ;,«-") 


Xq  ■ 


<^0-i- 


<^o- 


I  I  I 


\o§w(Xo)         \ogw{x'Q)        '"        log(p(a7;j"-") 


\ogw(x, 


A 


J  -f-  a 


(i  +  a)"- 


a/  [ogw(x„) 
w(.r)    deviendrait    donc     infinie     après     un    intervalle    de     lon- 


gueur I  i-i--) au  |)ius.   l'ar  suite,   il  y  a  certainement 


a 
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droite  diin  point  x„  quelconque  des  intervalles  dans  lesquels 

I 


(3  )  »■(.''"  ,»  <  «'(:?•)' 


logtv(a:; 


C'est  jiisquiri  tout  ce  que  nous  pouvons  tirer  de  nos  développe- 
ments. Mais  il  est  aisé  d'ajouter  un  complément  important.  Appe- 
lons en  effet,  pour  un  moment,  exceptionnels  les  intervalles  où 
l'inégalité  (A)  se  trouve  vérifiée.  Je  vais  montrer  que  l'étendue 
totale  de  ces  intervalles  est  finie. 

Faisons  d'abord  voir  comment  nous  pouvons  former  l'ensemble 
des  intervalles  exceptionnels.  Faisons  parcourir  à  x  son  axe  de 
o  à  ce,  et  soito^o  le  [iremier  point  tel  que 


Iog(v(a-oj 


Nous  exclurons  de  l'axe  des  x  tout  l'intervalle  {^x^xW  Pour  le 
pointer,',,  nous  aurons  deux  cas  à  distinguer:  ou  bien  wi^x'^^  satis- 
fait à  l'inégalité  (3),  ou  bien  il  y  a  encore  en  x'^  croissance 
exceptionnelle     (M.     Dans    le     dernier    cas,     on     construira    le 

point  x\^  -^0+  I -( — r-'  puis,  s'il  le  faut,  les  points  07^',  x'I,  .... 

lOg  W\Xq) 

D'après  le  théorème  démontré,  on  est  sur  d'arriver  à  un  pointée'"»', 
ayant  un  indice  fini  /?o  et  qui  vérifie  l'inégalité  (3).  Posons,  pour 
abréger,  ic'^"'''=Xo;  nous  exclurons  de  l'axe  des  x  l'intervalle 
total  (:roXo). 

Partons  encore  de  Xo  et  soit  X\  le  premier  point  à  droite  de  X» 
tel  que 

Nous  arriverons  encore  par  les  procédés  exposés  à   un  point  X, 
qui  vérifie  de  nouveau  (3),  et  nous  exclurons  l'intervalle  (x,X,). 
Continuant  de  la  sorte,   supposons  que  nous  ayons  successive- 
ment trouvé  et  exclu  de  l'axe  des  x  les  intervalles 

(XoXo),       (^iX,),        (X^Xo),        ...,       (X,i\n):        

Il  est  dès  lors  manifeste  qu'en  dehors  des  intervalles  exclus  on 

{')  Nous  appellerons  exceptionnelle  une  croissance  qui  satisfait  à  l'inéga- 
lilé  (A). 
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a  toujours  rinégalité  (3);  par  suite,  l'ensemble  des  intervalles 
exceptionnels  est  contenu  dans  l'ensemble  des  intervalles  exclus. 
Nous  allons  évaluer  la  longueur  totale  des  intervalles  exclus,  que, 
pour  simplifier  le  langage,  nous  appeliei'ons  encore  exceptionnels. 
Or 

(^oXo)  =  Xo-  :r„^  ,og^(^^^  -  (i-a)Iogu^(:ro)  "'  "  " 

j 

(I  -+-  OL)"n-l  \ogw(Xo)' 
(  J-l  Ai  )   =   A  I  Xi'^    ■ ^ j ^  .  .  . 

"logiv^j;!)        il -h  y.)  iogii-{  ce  i) 
1 


et,  comme 

log  iv{Xi)^logwiXo)  =  (  I  -+-  a)"»  \ogw(xo), 


on  a  aussi 

(^iX,)^ 


(i-^a)''ologw(a7û)        (H-  a)"o+i  logtv(a?o) 

I 


(i  —  a/'o-f-"!-!  log  «^(a^o) 


Comme  les  mêmes  calculs  s'appliquent  aux  autres  intervalles 
(:ï'2^2)5  •••?  01^  ^'*^it  immédiatement  que  la  longueur  totale  des 
intervalles  exceptionnels 


/  (a:aXo)-r-(a7,X,)-i-... 


(4';  ,         . 


L  étendue  totale  des  intervalles  exceptionnels  est  donc  bien  finie. 
Remarquons  aussi  que,  s'il  y  a  une  infinité   de  ces  intervalles, 
ils  convergent  nécessairement  vers  x  ^  ce.  Car,  d'après  la  con- 
struction, chaque  intervalle  exclu  (j7/X,)  a  une  longueur  finie,  à 

savoir  plus  erande  que  ■; — r* 

Une  fonction  croissante  quelconque  vérifie  Vinégalilé 

(3')  w{x' )  <Cw(.xy^^,         x' =  X  ^ -, 

log  11^  (37; 
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partout,  sauf,  au  plus,  dans  des  intervalles  exceptionnels 
d^ étendue  totale  finie  ('). 

Il  iiiipoile  <le  inodifier  ce  résultat,  en  introduisant  an  lieu  du 
nombre  fixe  a  un  Inliniment  petit  £.  Or.  il  est  ésident  que  notre 
théorème  subsiste  dans  son  entier  si  je  remplace  a  pai-  un  î  conve- 
nablement choisi,  c  est-à-dire  à  décroissance  suffisamment  lente. 
Mais,  si  nous  voulons  avoir  pour  Tinfiniment  petit  des  conditions 
simples  et  maniables,  il  faut  nous  contenter  d'un  énoncé  plus 
restreint. 

Soumettons  donc  s  aux  conditions  suivantes  : 

(Ea)     ze^  est  une  fonction  non  décroissante; 

(F)        t\o^w{x)  ne  décroît  pas  et  tend  vers  l'infini  avec  x. 

Considérons  alors  1  inégalité 

(3  a)  w(x')  <:  wi.xY'^-,         x' ^  X -^ , 

el  que  ^o  en  soit  un  point  exceptionnel  à  abscisse  suffisamment 
grande  pour  que  £  log(v(j:)  soit  grand  par  rapport  à  l'unité.  Éva- 
luons la  longueur  totale  des  intervalles  exceptionnels  situés  entre  x^ 
et  X  =  JToH-  i.  En  vertu  de  (Er/)  l'infiniment  petit  s,  dans  ce  seg- 
ment, ne  s'abaisse  pas  au-dessous  de  la  valeur 

-(     \—  —  ^^■^"'  _  i^ 

eX  e  e 


(')  On  peut  donner  à  ce  même  ihéorènie  d'autres  formes  qui  peut-être,  dans 
d'autres  rechercties,  remplaceront  avantageusement  celle  que  nous  avons  adoptée. 

Ainsi  posons  log(v=  iv,  ;  «',  est  encore  une  fonction  continue  croissante.  Intro- 
duisons-la dans  l'inégalité  (3');  elle  prendra  alors  la  forme 

(3),  w^{x')<{l-^  a)  w^{x),         x'=x-^—, 

ce  qui  veut  dire  que  celte  inégalité  est  de  même  vérifiée  pour  toute  fonction  con- 
tinue croissante,  sauf  dans  des  intervalles  exceptionnels  d'étendue  totale  finie. 
Posons,  en  dernier  lieu,  w,.=  loglogfï'.  On  trouve  ([uc  l'inégalité 

(3);  w^{ x' )  <  i\\_{x)  -\- i,        x' =  x -\ — — 

constitue  encore  une  propriété  conimune  à  luulcs  les  fonctions  continues  crois- 
santes et  qui  n'admet  que  des  intervalles  exceptionnels  d'étendue  totale  finie. 
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Nous  arrivoiîs  donc  à   une  limite  supérieure  de  la  longueur  totale 
des  intervalles  exceptionnels  en  remplaçant  dans  (4')  le  noM)bre  a 

par  —  •  Cette  longueur  est  donc  inférieure  à 


logivtx,,) 


e 

1  -+ 


:)=- 


r,  étant  un  inliniment  petit. 

De  ce  résultat  nous  lirons  en  particulier  la  conclusion  sui\ante. 
Comme  la  longueur  des  intervalles  ordinaires  entre  Xo  et  jto+i 
est.  au  minimum,  ^  i  — r,,  et  cjue  leur  nombre  est,  au  plus,  égal  à 
celui  des  inter\  ailes  exceptionnels,  nous  pouvons  affirmer  : 

L' injiniinent  petit  s  salisfaisanl  aux  conditions  (Ea),  (F), 
toute  fonction  w  satisfait  en  général  à  l'inégalité  (3a).  Dans 
tout  intervalle  de  longueur  i  commençant  à  un  point  excep- 
tionnel Xq,  il  y  a  au  moins  un  intervalle  ordinaire  tel  cjue  son 
rapport  à  V intervalle  exceptionnel  qui  le  précède  augmente 
in /iniment  avec  Xq. 

En  termes  précis,  soit  m  le  nombre  des  intervalles  exce|)tionnels 
contenus  dans  {Xq^  x,.  H-  i  ),  que  nous  (b'-signerons  par 

(aroXo),     (a-,  Xi),      ...,     (  r„,_,  X,„_,  ) 

(où  l'on  pose  X,„_,  =  x^  +  i,  si  j^q  +  i  est  un  j)oint  exceptionnel). 
On  peut  trouver  un  indice  i  (o<i  -<  m)  tel  (pie 

{\a  )        Xi^\~\i^- -y\i—Xi),  Tj  =r î (,-_£) 

^^où  1  on  pose  x,w=  .t'o  +  i ,  si  x^^  -t-  i  est   un  point  ordinaire),  et 
en  particulier,  comme 

\i~Xi± 

(4  a)  :r,-^.,  —  X,> 


logtvio:/)' 

I  —  T.  I 


7}  V>^W{Xi) 

3.   Modi Jicaiions    du  premier    théorème.    —    Aux  ibéorèmes 
énoncés    il  importe  de  substituer    deux    propositions   analogues, 
plus  maniables  dans  les  applications.  Nous  les  énonçons  seulement 
B.  2 
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pour  le  cas  dexposanls  infinimenl  petits  s,  les  résultats  n'étant  pas 
|>lus  précis  pour  des  exposants  fixes  a.  La  première  proposition  est 
la  sui\ante  : 

U infiniment  petit  étant   assujetti  aux  conditions 

(E6)  e.r  =:  (juantité  non  décroissante 

et  (F),  toute  fonction  continue  croissante  vérifie  en  général 
l'inégalité 


{Zb) 


iv(x')  <  wixY^-,  x'  =  x\  I  -^  , 

l  logu'(.r)J 


Les  intervalles  exceptionnels  renfermés  clans  un  segment 
suffsamment  grand  (:roX)  n^en  forment  cjiiune  partie  très 
petite  et  qui  diminue  infiniment  cjuancl  Xf^  croit. 

\/A  (lénionstration  se  ramène  à  celle  du  pi'cuiier  lliéorème  par  un 
changement  de  la  variable  indépendante. 

A  cet  effet,  écrivons  d"al)ord  les  inégalités  (3rt)  et  (ta)  du 
numéro  précédent  avec  des  notations  nouvelles  : 

vi.y'X^iyy-^''-',      y=^y 


logc(7) 
£er=  quantité  non  décroissante. 

Ensuite  posons  j^  =  log-;r,    v{y)=z  v[\o^x)=^  ivi^x);    nous  obte- 
nons les  inégalités  transformées 


(3a')  w{x')  <,w(x)^-^^,        x'  :=^  xe^"''"  '', 

(E6)  ea:  =  quantitt'  non  décroissante. 

et,  d'après  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir,  ces  relations 
sont  vérifiées  partout  sauf  dans  des  intervalles  exceptionnels  dont 
l'étendue  totale  dans  un  segment  de  longueur  i  de  l'axe  des  y 
commençant  au  point jo  =  logXo  est  plus  petite  que 

e 

I  H 


£0/    logw(a7o) 

Or,  comparons  {"ia')  à  l'inégalité  (3  6)  de  notre  nouveau  théo- 
rème : 


(3A)  tv(jr')  <  H'(,T)'-+^,         X 


'  =  x\\ 


\osw{x)_ 
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Comme 

1 

glUgVWi..)^,_^      L , 

loglv(3") 

il  est  évident  que  (3<7')  entraîne  (  3^).  Les  intervalles  exceptionnels 
de  (3fe)  sont  donc  renfermés  dans  ceux  de  (3rt'). 

Par  suite,  en  appliquant  le  résultat  précédent  et  en  eflectuant  le 
changement  de  la  varial)le,  nous  obtenons  l'inégalité  suivante,  qui 
limite  l'étendue  des  intervalles  exceptionnels  de  (3  6)  dans  un 
segment  de  l'axe  des  x  entre  le  point  exceptionnel  Xo  et  le 
point  \  =  ex^t  : 

(logXo  —  loga-o  ) -^  (  log X,  —  loga:-!  ) -H .  .  . 

-f-  (  log  X„,_i  —  loga7„,_,  )  <  (  IH )  -. -. • 

Mais,  d'après  le  théorème  de  la  moyenne, 

(a-iXi)  =  X,  — r/=  ï,(logX/— loga-/), 

;/  désignant  une  valeur  entre  Xi  et  X/.  Donc,  tous  les  \i  étant 
inférieurs  à  X, 

(4")  (a-oXu)H-(3'iX,)-H...-h(a7„,-iX„,_,)<(   l-f-—  )X  j \ 

=  (  I  -  -       i f  X  -  370  )  . 

Donc,  grâce  à  la   condition  (F)   imposée  à  s,  le   rapport  de  la 

partie  du  segment  (.Tq  XJ  (X  =  ea7o}  occupée  par  les  intervalles 
exceptionnels  à  la  partie  restante  décroît  constamment  et  infini- 
ment si  ^0  s'éloigne  de  l'origine. 

La  marche  même  de  notre  démonstration  indique  clairement 
que  ce  fait,  que  nous  avons  déduit  pour  les  intervalles  à  point 
initial  exceptionnel,  est  vrai,  a  fortiori,  pour  ceux  à  point  initial 

ordinaire.  Soit  alors  un  |)oinl  quelconque  X  >>  X  ;  marquons  dans 

l'intervalle  (  jto  X )  les  points 

X  =  earo,         X  =  e-aro,  ...,         e'-a^ol^X. 

La  longueur  des  inlervalles  exceptionnels  contenus  dans  (a„X) 
s'évalue  en  a|)pliquant  (4")  à  chacun  des  intervalles  partiels  (^"oX), 
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(XX;.  ...  et  se  trouve  inférieure  à 


e 


^     ,^_1^     L__(X-X)h-.. 

e  —  1   '  ij  log(v(x-o) 

en  verlu  de  (F).  C'est  le  résultat  annoncé  dans  nuti-e  théc^rèine 

En   dernier  lieu,   eftectuons  notre  changement  de   la    varia 

dans  les  inégalités  (  I a')  et  {\ci)  du  numéro  précédent.  Il  vient 


(46')  logJ7,^_,  —  logX,-  >— — -(\oyi,\i—\o^Xi), 

e  \  I 


I  -1- 


et  en  particulier 

(4/v)  loga;/+i— logX/ 


7)  [o^W(Xi) 


La  seconde  modification   du   premier   théorème  est  celle  dont 
nous  nous  servirons  tout  particulièrement  par  la  suite. 
L' infiniment  petit,  t  étant  assujetti  aux  conditions 

(Ec)  £log:r=  quantité  non  décroissante 

et  (F),  toute  Jonction  continue  croissa/ite  vérifie  en  générai 
l'inégalité 


Cic)  w{x')<.w(^xy+^,         x'  =  x     ""^""'i. 

Si  x^i  est  un  point  exceptionnel,  il  y  a  entre  Xq  et  x^  un  inter- 
valle ordinaire  (X,  a"/-m  )  infiniment  plus  grand  que  l' intervalle 
exceptionnel  (xilLi)  qui  le  précède,  et  en  particulier  tel  que 

(4c')        log  lugj-,+,  —  loglogX,>  — - — ■'  (log  logX,—  log  loga?/). 

Ce  théorème  découle  immédiatement  des  formules  (36),  (E6), 
(46')  par  le  changement  de  la  variable  dont  nous  avons  déjà  fait 
usage,  c'est-à-dire  en  remplaçant  d'ahord  dans  les  formules  citées 
X  par  J',  «v  par  i',  puis  posant  j'  =  h)gJ?,  v[y)  =  w{x). 
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Ap|)li((uanl  le  même  cliangement  à  (4^),  nous  ohlenons 
(4c)  logloga-/+,— log  logX,> 


r,       log(v(r,) 

/  e  -  I 

\  £o/  logti^(aro) 

Remarf|uons  en  terminant  que  le  théorème  de  la  moyenne  per- 
met de  déduire  de  (4^') 

(  -i'"  )  ^(+1  —  X,-  > (  X/  —  Xi  ). 

n 

Ces  propositions  sur  l'étendue  des  intervalles  exceptionnels  sont 
loin  d'être  aussi  nettes  que  celles  que  nous  avons  pu  formuler  dans 
les  cas  précédents.  En  particulier,  elles  ne  permettent  pas 
d'affirmer  que  les  intervalles  exceptionnels  ont  une  longueur  totale 
négligeable  par  rap|jort  à  celle  des  intervalles  ordinaires,  ou  seu- 
lement plus  petite  cju'elle.  Mais  nous  verrons  dans  le  numéro  sui- 
vant que  les  résultats  acquis  suffisent  largement  pour  nos  besoins. 

4.  Théorie  des  fonctions-types.  —  Dans  ce  numéro  nous  allons 
utiliser  nos  recherches  sur  les  fonctions  continues  croissantes 
pour  poser  et  résoudre  un  problème  qui  sert  de  base  à  tous  nos 
développements  ultérieurs.  Etant  donnée  une  fonction  quelconque 
continue  croissante  »'(x),  il  s'agit  d'en  régulariser  en  quelque 
sorte  la  marche,  de  l'ajuster,  en  lui  associant  une  fonction 
croissanteT{x),  la/onction-type,  qui  jouit  de  quelques  propriétés 
spéciales  et  dont  la  croissance  se  rapproche  de  celle  de  iv{x). 

Nous  définirons  d'abord  ce  que  c'est  qu'une  fonction-type. 

Soit  £  un  infmimentpetit  donné,  f  appelle  fonction-type  adjointe 
à  î  toute  fonction  T^{x)  qui  satisfait  constamment  à  la  condition 

de  la  croissance  typique 

1 

(I)  T,(ar')£Ts(^V'^S         x'=^  X  ^'^-^ '■'>'. 

L'existence  de  fonctions-types  adjointes  à  s  peut,  pour  le  mo- 
ment, être  regardée  comme  évidente  a  priori.  Elles  forment  un 
ensemble  infini  dont  nous  ('-tudierons  plus  loin  les  propriétés 
en  détail.  (  Voir  Note  1  à  la  fin  du  Volume.) 

Disons  quelques  mots  sur  les  raisons  qui  nous  ont  amené  au 
concept  de  la  croissance  typique  et  des  fonctions-types. 
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Tout  d'abord  la  défmilion  (  I)  est  piireinenl  ulilitaire  et  ne  se 
juslifiera  que  par  la  suile,  par  le  profil  ipie  n<nis  eu  tirerons  dans 
Icnoncé  des  propositions  sur  les  fonctions  entit'-res.  Les  fondions- 
types  sont  en  <^ffel  les  fonetions  les  plus  génériiles  auxquelles 
s'appli(/uent  tous  nos  i-aisonnements  ultérieurs  (' j. 

La  forme  de  la  condition  (1)  est  é\ideinnienl  calquée  sur  le  mo- 
dèle des  conditions  (3«,  6,  c)  des  n"  12  et  W.  11  sera  naturel  de  con- 
sidérer une  telle  condition  comme  d'autant  plus  restrictive  que 
l'étendue  totale  des  intervalles  (exceptionnels)  où  elle  pourrait 
ne  pas  être  vérifiée  est  |)lus  grande.  Sous  ce  point  de  vue,  on 
constate  qu'en  général  la  condition  (1)  est  plus  restrictive  que 
les  conditions  {àa)  et(3ft);  elle  est  par  contre  moins  restricli\e 
que  (3c),  si  l'on  conçoit  s  choisi  de  manicre  que  T:>>  logT^.Toul 
ce  que  nous  avons  dit  sur  l'étendue  totale  maxima  des  intervalles 
exceptionnels  relatifs  à  la  condition  (3c)  s'applique  alors  a  for- 
tiori à  (1).  Nous  y  reviendrons  tout  à  l'heure. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  formuler  notre  problème 
d'ajustement. 

w{x)  étant  une  fonction  continue  croissante,  je  dis  qu'une 
fonction-type  Te(a?)  adjointe  à  s  est,  en  outre,  adjointe  à  (v(.r), 
si  elle  satisfait  aux  deux  conditions  : 

Pour  toutes  les  valeurs  de  x, 

(II)  'Y-Ax)luix); 

pour  au  moins  une  suite  de  valeurs  de  x  tendant  vers  r infini, 

(III)  Tj(.r)<  w(:r)'+5^ 

0  étant  un  infininietit petit  à  choisir  coiwenable nient.  Cette  con- 
dition équivaut  à  la  formule 

,.  loir(ï^(a:) 


(')    On     pourrait    encore     rcnij)laccr  la    définition    par   celle-ci,    un    peu    plus 
large, 


T(a;')ST(a7)'+S        x' =  x      ■'"i*'\ 

T|  étant  un  autre  inliniinont  petit  >  £.  Mais  celte  extension  aurait  l'inconvénient 
(l'introduire  deux  infiniment  petits  et  ne  serait  pas  pins  maniable  (|ue  la  défi- 
nition adoptée  dans  le  texte. 
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Pour  avoir  une  locution  abrégée,  nous  dirons  que  la  condi- 
lion  (III)  subsiste  pour  des  valeurs  injiniment  grandes  de  x. 

Ceci  posé,  le  problème  d'ajustement  ([ui  nous  occupe  peut 
s'énoncer  dans  ces  termes  : 

Construire  pour  toute  fonction  continue  *v(.r)  une  fonction- 
type  T. (\r)  qui  lui  soit  adjointe. 

Mais  il  laut  nous  expliquer.  Car,  dans  cette  généralité,  le  pro- 
blème ne  comporte  pas  toujours  une  solution.  Il  faut,  en  effet,  que 
la  marclie  de  l'infiniment  petit  soit,  en  quelque  sorte,  réglée  sur 
celle  de  iv{x),  en  particulier  que  z  ne  décroisse  pas  trop  rapide- 
ment. Par  exemple,  soit 


\o<iw(x)        X 

je  dis  qu'il  ne  peut  exister  de  fonction-type  T(.c)  adjointe  à  wi^x) 
et  à  £.    Car,  soit  pour  un  point  jp  =  jTo  à  abscisse  suffisamment 

grande 

T(a7o)  <  tv(^o)-=  «-"*■"• 

Il  s  ensuit 

1  1 

1  -^  ...  1  +  — 

X^  =  X  f^  —   x^ 

Mais,  d'après  (I), 

Or,  il  en  résultei'ait 

i-t-  — \ 
w  { x\)=e  •'■»    '"'  >  e2u-oH-2  >  T  (  :f;  ), 

contrairement  à  (11^. 

Le  sens  précis  du  problème  d'ajustement  ressort  clairement  de 
la  pro|)osition  suivante,  fondamentale  pour  toute  la  suite  de  notre 
Ouvrage  :  Etant  donnée  une  fonction  continue  croissante  quel- 
conque ^{jc),  on  peut  imposer  à  t  des  conditions  de  décrois- 
sance te/les  qu'il  existe  des  fonctions-types  adjointes  à  a'(x) 
et  il  z. 

J'ai  donné  de  cette  j^roposition  deux  démonstrations  dillérenles. 

Dans  la  première,  je  considère  l'ensemble  de  toutes  les  fonctions- 
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types  adjointes  y  un  inlininienl  petit  donné  s,  el  non  inférieures 
à  w(x).  Pour-  toute  al)scisse  ./■,  cet  ensenil)le  admet  une  limite 
infi'i'ieure  iLr(.Z').  .le  déiuontn-  (pu-,  si  ir(  ./)  est  continue  di/  se/is 
anah  lifjii(\  la  fonction  (Le^j^)  est  aussi  continue  el  vérifie  la 
condiiion  de  la  croissance  typique.  Je  l'appelle  \di  fonction-type 
niiniiiKi  iidjoiiite  à  s.   Elle  est  caractérisée  par  la  relation 

(5)  Z^{x)-^T.^(x) 

pour  toute  valeur  de  :r  et  toute  fonction-type  Tç  (.r),  non  inférieure 
à  (ï'(.r).  Mais,  en  général,  ^^[x)  sera,  sur  tout  son  parccjurs, 
considérablement  plus  grande  que  (T',  c  est-à-dire  échappera  à  la 
loi  (III)-  Pour  qu'elle  soit  vraiment  adjointe  à  w{x)^  il  faut  sou- 
mettre l'infiniment  petit  à  des  restrictions,  dont  une,  suffisante, 
mais  non  nécessaire,  découle  facilement  d'une  j)ropriété  caracté- 
lislicnie  cnii  distini;iic  la  (  roissancc  de  la  Ibnctioii  miiiinia  de  celles 
de  toutes  les  autres  fou<;tions-ty|)es. 

Ces  développements,  un  peu  iio|)  longs  pour  être  admis  dans  le 
texte,  se  trouvent  dans  la  Note  1  à  la  \\n  du  Volume.  Je  remarque 
seulement  que,  pour  une  fonction  (v(t),  continue  géométrique- 
ment, mais  discontinue  au  sens  analytique,  il  n'existe  pas  de 
fonction-type  minima.  C'est  un  fait  sur  lequel  j'aurai  à  insister 
dans  la  suite. 

Une  autre  déniuastratiun  consiste  dans  la  construction  eilective 
d'une  fonction-type  adjointe  à  w{x)  au  moyen  de  courbes  spéciales 
en  imj)osant  à  s  des  conditions  un  peu  arbitraires,  mais  faciles  à 
réaliser  en  pratique.  Je  la  donne  ici  paice  que  j'aurai  à  m'en  servir 
dans  quelques  exemples  (Chap.  V).  Mais  un  lecteur  désireux  de 
pénétrer  vite  dans  la  théorie  des  fonctions  entières  pourra  omettre 
la  suite  de  ce  numéro. 

Pour  avoir  une  (^crilure  simple  j)ar  la  suite,  je  désigne  pour  un 
moment  rinliiiimenl  j)etit  ])ar  7,.  Je  cherche  donc  une  fonction- 
type  T-r^{x)  adjointe  à  w{x).  L'é(juation  (^1)  de\ienl 

i 
{\a)  T.^(rr")iTy,( a- )'+•'),         .r"  =  a:  "^ '' n . 

Pour  fixer  les  conditions  auxquelles  r,  se»ra  soumis,  j'introduis 
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(Tiihoid  un  ;iiili-e  innm'menl  j)elil  î  par  la  relation 

(6')  E^ 

de  sorte  que 


logw(a;) 


(6)  w{.rynle'-  iv(xy-, 

puis  j'exige  cjne 

(  E)  £  \ogx     ,    et  t  iog  IX' 

soient  des  quantités  non  décroissantes,  et  que 

£ 

(G)  e  (V-  >■  Iog  w, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  pour  lesquelles  .r  >  i  et  w  >>  i .  Tous 
nos  développements  ultérieurs  se  rapporteront  à  ces  valeurs. 

Je  commence  par  tirer  quelques  conclusions  simples  de  ces  iné- 
galités. 

La  condition  (G)  est  vérifiée  a/o/'^/o/'/pour  une  fonction  T  >  tv. 
On  s'en  assure  par  des  méthodes  élémentaires  en  prenant  la  dérivée 

par  rapport  à  iv  de  l'expression  y—;-^ — -,  qui  est  positive  quand  (G) 

est  satisfaite. 

11  vient  donc  en  particulier 

T->  Iog  T         ou         £  Iog  T  >  Iog  iog  T 

pour  toute  fonction  T^(V'. 
Par  suite  de  ce  fait  et  de  (E) 

(F)  £  Iog  IV  (.r) 

croît  constamment  et  tend  vers  l'infini. 

En  dernier  lieu,  la  première  partie  de  la  condition  (E)  est  iden- 
tique à  (Ec)  du  n"  l^. 

Il  s'ensuit  de  ces  considérations  que  l'inégalité  (I)  est  moins 
restrictive  que  (3c).  Tous  les  intervalles  ordinaires  pour  cette 
dernière  sont  donc  a  yb/7/o/v  ordinaires  pour  (l). 

Donc  il  y  a  une  infinité  d'intervalles 

X,   .  .  .  j",,  .  1,      X,^ .  .  .  j;y-»-i,      •  •  • ,      X,,, .  .  .  .r,;  Hi,      •  .  •  ;         -rv<  (t,^^ 
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ou  bien  avec  fies  not;ilions  |)liis  simples 

s'éloii^nanl  indélininient   Je  Torigine,  dans   lesquels  a'îx)  vérifie 

linégalité 

1 
I         '"• î 

et  lels  que 

Ine;  log6v  —  log  log  «v> 


7)'      logw(èv-i) 

[t;of/-  n"  3,  formule  (4^),  où  l'on  a  posé 

Par  suite,  il  y  a  aussi,  entre  c/v  et  6v,  un  segment  tel  (jue  chaque 
point  Çv  (le  ce  segment  vérifie  la  relation 

(7)  loglog^v  — loglog^vL  ' 


•2Tj'         l0g(ï^(^v) 

Ceci  posé,  une  fouction-type  T-^,  (x)  adjointe  à  a'(x)  et  à  ■/)  est  aisée 
à  construire.  Je  la  forme  en  combinant  des  arcs  de  la  courbe  iv{û:.) 
empruntés  aux  segments  {a.,b.,)  avec  des  courbes  spéciales  <^y{x) 
qui  seront  définies  tout  à  l'heure,  et  des  segments  horizontaux. 
Les  arcs  de  w(x)  correspondant  aux  intervalles  [a^b^)  seront 
appelés  Wy{x). 

Les  courbes  Z),j[x)  sont  définies  par  l'éqiration 

1         '  '        '  Il  I      1      >• 

(8) 1 r  =  log  log.r  —  log  logtv 

(  Çv,  tï'(iv))  désignant  un  point  de  l'arc  Wy{x)  et  £v  la  valeur  de  t  en 
ce  point.  La  fonction  ^v{-^)  est  croissante  et  devient  infinie  au 
point  x^  défini  par 

(9)  i -^  =  'og  log-yv—  log  logïv 
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Soient  (x\  cpv(x'))  un  autre  point  delacourbe  cpv(.r),  s'ia  valeur 
correspondante  de  rinliniinenl  petit.  Par  simple  soustraction, 
ré([uation  ^^8)  peut  aussi  se  mettre  dans  la  forme 

Il  ''il  11- 

(8   )  —    r. ;    =   lOg  lOga? log  lOg-r  , 

qm  entraine 

(y')  77    r:  =  logloga^v—  logloga?'. 

Je  dis  c[u"o/i  peut  toujours  trouver  un  point  fçv,  ''^'(iv))  <^/'' 
l'arc  w.jiyx)  tel  que  le  point  correspondant  x^,  soit  le  point  b,j. 

A  cet  effet,  nous  n'avons  qu'à  comparer  (9)  et  (7)  et  à  nous 
rappeler  la  condition  (G)  imposée  à  z. 

Mais  il  se  peut  C[u"il  y  ait  |)lusieurs  points  de  cette  espèce. 
Retranchant  alors  l'une  de  l'autre  les  équations  (9)  relatives  à  ces 
points,  on  s'assure,  en  vertu  de  (8'),  qu'ils  sont  tous  situés  sur  la 
même  courbe  '^^{x),  et  l'éciproquement,  par  (8')  et  (9'),  toute 
intersection  de  w{x)  et  de  'fv(^)  appartient  à  l'ensemble  de  ces 
points.  Désignons  en  particulier  par  ;.;  l'abscisse  de  la  dernière  de 
ces  intersections  (  '). 

Partant  du  point  f^y,  iv'(iv))5  traçons  maintenant  la  courbe  '-^^{x) 
et  coupons-la  à  l'endroit  où  son  ordonnée  prend  la  valeur  (r(rtv+i  )• 
Ce  point  sera  désigné  par  l'r,'^ ,  (v(av4.i))*  Joignons-le  enfin  au  point 
(«v+i?  ''^'(«v-f))^  P^ï"  ^*^6  droite  horizontale.  Si  nous  effectuons  ce 
tracé  pour  tous  les  intervalles  marcjués,  nous  obtenons  une  ligne 
brisée  croissante.  Je  dis  que  cette  ligne  représente  une  fonc- 
tion T-r, (:r)  adjointe  à  w  [x)  et  à  r^. 

En  efi'et,  on  voit  immédiatement  que  la  courbe  obtenue,  que 
nous  appellerons  désormais  T(.r),  ou  bien  coïncide  avec  la 
courbe  w(x)^  ou  bien  a  ses  ordonnées  supérieures  à  w{x). 
Car  dans   l'intervalle  i\^xli)  la  courbe  T(.r)  =  3v(-^)  n'a  aucune 


(')  Il  y  a,  en  efl'et,  toujours  une  inlerseclion  dernière.  Mais,  pour  abréger, 
nous  n'insistons  pas  sur  la  démonstration  générale,  mais  supposons  par  exemple 
qu'il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'intersections. 
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intersection  avec  iv{x)  parce  que,  par  liypothèse,  Çv  est  la  dernière 
intersection  de  w  et  de  cpv,  et  elle  atteint  au  point  x',  la  valeur 
w(â'v+i)  ^  »'^'(-^v)î  qu'elle  garde  jusqu'au  point  «v+t-  On  voit,  de 
plus,  que  T(x)  a  bien  des  points  infiniment  éloignés  communs 
avec  "(a?);  on  peut  même  assurer  que  les  deux  courbes  coïncident 
sur  une  large  étendue  des  arcs  iv^{x)  marqués,  mais  je  n'y 
insiste  pas.  Donc  les  deux  conditions  (II)  et  (III)  sont  bien 
vérifiées. 

Reste   à  prouver  la   condition   (1(7). 

Faisons  parcourir  à  l'abscisse  x  l'intervalle   entier   entre  x'.,_i 

et  x'.j,  et  voyons  sur  quels  arcs  de  la  ligne  brisée  T{x)  se  trouvent 

à  chaque   instant  le  point  fx,T(x))  et  le  point    correspondant 

{x\  T{x'))  : 

1 

Nous  distinguons  trois  cas  : 

(«)  a7'v_iia7<a7'^$v> 

(b)  x<^v<^', 

(c)  ^v=a"<.rv. 

Dans  le  cas  (a),  nous  constatons  presque  immédiatement  1  iné- 
galité (I),  qui  entraîne  (la)  parce  que  £  ■<  '^t  (M-  Car  ou  bien 

de  sorte  que  les  deux  points  correspondants  sont  situés  sur  le 
même  arc  w^i^x)^  et  alors  (l)  est  vérifiée  par  hypothèse  même;  ou 
bien 

Si  alors  x  parcourt  en  croissant  l'intervalle  (^'v_i,  «v)?  x'  croit  a 
fortiori  parce  que  T(^)  :=  (v(av)  reste  constante  et  que  s  ne  peut 
que  décroître.  Donc  T(;r'),  qui  est  égale  ou  à  w{a^)  ou  à  wi^x') 
{oy  <;  .r'<iv)î  est  une  fonction  non  décroissante  de  ^  et  l'inégalité 

T(;r')£T(ir)i+£=  w(av)'"^' 

est  a  fortiori  \  érifiée  sur  tout  le   segment  x  <<  a.^   [larce  qu'elle 

(  '  )   Voir  p.  25. 
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Test  au  point  final  x  =  a^,  en  vertu  de  la  croissance  typique  de  la 
l'onction  w(x)  dans  ce  point. 

Pour  traiter  le  cas  (/;),  considérons  x'  comme  variable  indépen- 
dante, désii;nons  les  ordonnées  par  T,  et  étudions  la  courbe  '-5v(./') 
etles  deux  domaines  dans  lescpiels  elle  partage  le  demi-plan  x'^z.^. 
L'un  de  ces  domaines  est  situé  à  gauche  de  la  courbe  (  «  domaine 
gauche  »  i,  l'autre  à  droite  et  au-dessous  de  la  courbe  (  «domaine 
droit  »  ).  Formons  l'expression 


(lo)       A(r',T)  = 


—  (logloga:'—  loglogJv) 


[£v=£(?v),  B'=£(.r')], 


qui,  en  vertu  de  (8),  s'annule  pour  T  =  cp.^(^').  Elle  est  positive 
dans  le  domaine  gauche,  négative  dans  le  domaine  droit.  Or, 
pour  x'^  Çvi  la  courbe  T  =  T(^-')  ou  bien  coïncide  avec  Ov,  ou  bien 
traverse  le  domaine  droit.  Donc 


<'i) 


\(x',T{x'))  =  \(x')^o 


pour  tous  les  points  x'>  Cv 
Supposons  maintenant 

et   substituons  dans  Finégalité  (ii)  pour  log  log  .r' — loglogÇv  'a 
limite  supérieure  déduite  de  la  condition  de  la  croissance  typique. 
J'expose  ces  développements  en  supposant  î  <  {,  log  w{x)  >  4- 
Comme 

IH 

x' =  X       ■'"'>fv, 
il  s'ensuit,  parce  que  iv  esta  croissance  typique  pour  a^'^xS^y, 


donc 


T  =  T(,r)^(v(a7')'^'2w(t,,)' 


et 


T^è(i.(^v)'^'è^v(^,/-S^<v(t,)-, 


(12)       loglogar'— loglogfv<  loglogjr'—  loglog.r  < 


Ji  - 


w(^v) 
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Siihslituant  ceci  dans  l'expression  (lo),  on  ohtienl 


\{cr')> -  — -  


d'on,  en  combinant  avec  (i  i), 


Il  II 


On  tire  de  là 


u'(çv)-  T(r')-         w{'^y)- 


T(rf<^'^^^^ 


Or,  d'après  (E),  (12)  et  (G), 


>£ve 


logii'(fv  ) 


ce  qui  donne  finalemenl,  tous  calculs  faits, 

La  dernière  inégalité  est  une  conséquence  de  la  déliiiilion  de  la 
quantité  Y]  [(formule  (6)].  Elle  prouve  que  la  condition  de  la  crois- 
sance typi(|ue(la)  est  satisfaite  a  fortiori,  |)uisque  nous  avons 
même  trouvé 


T(.t')<  T(.r)'  +  -1,  x'=x       ''■'■'%  ï<r,. 

Le  cas  (c)  ne  demande  plus  de  développements  à  part.  Puisque 
pour  \.,<i.x<^x\i  la  courbe  T(j?)  coïncide  avec  'fvl-p),  on  met 
l'expression  A.(.27')  dans  la  forme 


(,o')       A(.r')  = 


I  I 

e' 


o,(.r)-  T(.r')- 


(log  logr'—  log  logar), 


idenli(|ue  à   (10)  par   suite   de   (8').   Le  point  |  ./',  T(.r'))    vérifie 
l'inégalité  (i  1).  Sulisliliiaul 


(12') 


\^^«  \o"x'  —  loe:  lo"  .r  < L z» 
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conséquence  immédiate  de  la  définition  du  point  x\  on  trouve 

d'où  l'on  lire  comme  ci-dessus 

T(x')  <  e'*w{x)  <  w{xy+z. 

La  dernière  inégalité  est  une  conséquence  facile  de  la  condition  (G) 
imposée  à  z.  Donc  dans  le  cas  (c)  la  fonction  ï(^)  satisfait  même 
à  (I),  donc  a  fortiori  à  (  I*^). 

Il  est  donc  complètement  prouvé  que  la  fonction  T(x),  adjointe 
à  w(^x).  est  une  fonction-type  adjointe  à  r,  ('). 

5.  Remarque  I .  —  Il  est  manifeste  que  le  problème  de  l'ajus- 
tement d'une  fonction  wix)  par  une  fonction-type  T^{x)  n'a  d'in- 
térêt que  pour  les  grandes  valeurs  de  la  variable  x.  Car  soit  tc{x) 
une  fonction  qui  satisfait  aux  conditions  (I),  (II),  (III)    à  partir 


(  '  )  Je  profile  de  l'occasion  pour  faire  uae  remarque  bibliograpliique.  La  défi- 
nition que  j'ai  donnée  ici  de  la  croissance  typique  et  des  fonctions-types  est  nou- 
velle. Les  deux  diMinilions  données  antérieurement  par  M.  Kraft  {Thèse,  p.  9)  et 
moi  {Deutsche  Math.  Ver.,  t.  XVI,  1907,  p.  100)  sont  moins  simples.  Je  ferai  voir 
que,  de  plus,  elles  sont  plus  restrictives.  Nous  n'avons  à  nous  occuper  que  de  la 
dernière,  qui  renferme  celle  de  M.  Kraft  comme  cas  particulier. 

Or  cette  définition  consiste  en  deux  inégalités,  dont  la  première,  d'importance 
secondaire,  n'est  auire  que  l'inégalité  (3a).  La  seconde,  essentielle,  est,  en  chan- 
geant un  peu  les  notations, 

,     ^  rfT     ^  T(^)'^^ 

(a) 


dx  X  lng.r 

>L  Kraft  fait  voir  qu'on  peut,  à  toute  fonction  w,  adjoindre  une  fonction-type 
jouissant  de  cette  propriété.  Je  remarque  toutefois  que  sa  démonstration  n'est 
pas  tout  à  fait  rigoureuse,  parce  qu'il  raisonne  comme  si  £  était  une  constante.  Mais 
en  assujettissant  c  aux  conditions  (E)  et  (G)  on  comble  aisément  cette  lacune. 

Il  s'agit  de  montrer  que  (a)  entraine  (I).  Or,  nous  venons  de  voir  [voir  cas  {c)] 
que  les  courbes  -j.^  satisfont  à  la  condition  (I).  D'autre  part,  en  prenant  la  dérivée 
de  (8  ),  on  obtient 

£  £ 

,  „  .  ci^  _    2  y       2   _  ^      /_!_         _L  I    fr ,  \  _  >   '^  '■?  . 

dx  "  X  logx  ■  \î"        2E     ^^ )  dx  ~  a:  log.r ' 

les  courbes  satisfaisant  à  (o)   croissent  donc    plus    lentement   que   les    courbes  J. 
elles  vérifietU  donc  (I)  a  fortiori. 
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(J'une  valeur  j>f)>ili\e  A  de  x,  mais  que  nous  ne  sachions  rien  sur 
la  manière  dont  elle  se  comporte  dans  rinter\allc  (oA);  nous  en 
déduisons,  avec  la  plus  grande  facilité  et  (juel  <pie  soit  liiiliniment 
petits,  une  vraie  l'onclion-tvpe  T^ix)  eu  posant  simplement 

Tzix)=  (ç{A}       pour       x<\,  T:(x)  ^.  e-,(a-)       pour       x^\. 

C'est  pourc|uoiil  v  a  lieu  dV-laryir  le  concept  des  fonctions-types 
par  les  deux  conventions  suivantes  : 

A  étant  une  relieur  positive  (juelconque,  mais  fixe, 

i"  C  infiniment  petit  e  n'est  déjini  que  pour  x^^  A; 
2°  la  condition  (II)  ne  subsiste  également  que  pour  ces  va- 
leurs xc^  h.. 

l.es  fonctions  satisfaisantà  (1),  (H),  (III) avec  les  restrictions  i",  2" 
seront  a|)pelées  des  fonctions-types  asyniptotiques  adjointes  à 
w{^x.)  et  à  £. 

Dans  les  Chapitres  suivants,  nous  n'aurons  afl'aire  qu'à  des  fonc- 
tions-types asyniptotiques.  La  remarque  suivante  nous  sera  souvent 
utile.  Si  une  fonction-type  asymptotique  est  constamment  supé- 
rieure ou  égale  à  (v(.x)  à  partir  de  la  valeur  A,  elle  est,  à  partir  de 
la  même  valeur,  supérieure  ou  égale  à  la  fonction-type  miuima 
adjointe  à  w(yX^  et  à  tout  infiniment  |)etit  (pii  j)Our  j:^S.  coïncide 
avec  £. 

Remarque  II.  —  Au  cours  de  nos  recherches,  nous  ren- 
contrerons des  fonctions  W(:r")  qui  ne  sont  pas  constamment 
croissantes.  Ce  sont  des  fonctions  continues  qui  prennent,  entre 
autres,  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes  quand  ./augmente.  La 
conception  des  fonctions-types  adjointes  s'applique  à  elles  sans 
changement.  En  effet,  remplaçons  dahord  W(a:)  par  une  fonc- 
tion croissante  i\\x)^  en  couvrant  les  «  creux  »  de  la  courbe  W  par 
un  segment  horizontal.  !/ex|»ression  analytupie  de  (v(.x")  est 

w{x)  =  maxW(  ^). 

E  l.v 

Construisons  ensuite  une  fouction-lype  adjointe  à  {v[x)\  on  se 
convaincra  aisément  qu'elle  est  de  même  adjointe  à  W  {Jig-  i)- 
La  Remarque  I  s'applique  aussi  aux  fonctions  W  (a^). 
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Remarque  III .  —  Une  autre  modification,  très  impoi'tante,  du 
problème  des  fonctions-types  est  la  suivante. 

Vis..  I. 


Étant  donnée  dans  le  plan  des  [x,  w)  une  suite  infinie  de  points 
à  abscisses  et  ordonnées  finies, 


Fi  =  (a"i,  tvi  ),         P2=  (a"2,  (V2), 


avec  lim  x^  =^  lim  w,,  =  co, 


que  nous  supposerons  rangés  d'après  l'ordre  de  grandeur  de  leurs 
abscisses,  et,  s'il  y  en  a  d'égales,  d'après  les  ordonnées,  on  demande 
k  construire  une  fonction-type  T£(j?)  telle  que 

(W )  T={x,i)^w,i  pour  toutes  les  valeurs  de  n; 

{III')  TT(a;„)i  ïv„'-^ô        pour  une  infinité  de  valeurs  n. 

Une  telle  fonction  sera  dite  adjointe  à  l'ensemble  (l^«). 

Ce  problème  se  rattache  aisément  à  celui  des  fonctions-types 
adjointes  à  une  fonction;  il  y  a  une  voie  tout  indiquée.  Joignons 
chaque  couple  de  points  consécutifs,  P,j  et  l\,+i,  par  une  courbe 
ci'oissante  auxiliaire,  nous  obtiendrons  une  ligne  continue  repré- 
sentant une  fonction  ('('(j?),  à  hupielle  nous  |)(»urions  adjoindre 
une  fonction-type.  En  choisissant  convenablement  ces  courbes 
auxiliaires,  on  peut  faire  en  sorte  que  toute  fonction  adjointe  à  la 
ligne  obtenue  soit  aussi  adjointe  à  l'ensemble  (P«). 

A  cet  efiet,  soient  V„^=(^x,i^  iv^)  et  \^„.^^^=  ixn+^i  ^*^n+))  deux 
j)oints  consécutifs  de  l'ensemblr.  De  V,,  menons  d'abord  (  fig.  2)  le 
B.  3 
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segment^ horizontal  ) (Je  la  droite  iv  =  n'„  jiisfjirau  point  {x„^i,  iv„) 
puis  le  segment   (vertical)   de   la  droite  .r  =  x„_^_,   jusqu'à    P,,^.! 

Fig.  2. 


/ 


Tro^/ 


Pn. 


I 
/ 


Faisant  la  même  construction  pour  tous  les  couples  de  points 
successifs,  nous  arrivons  à  un  trait  polygonal  en  gradins  qui 
représente  une  fonction  <\'(^),  continue  géométriquement,  mais  non 
analjtiquemeiît  (  '  ).  Adjoignons-lui  une  fonction-tvpe  T=(a^).  Je  dis 
qu'elle  est  adjointe  à  l'ensemble  (P„).  En  ell'et,  il  y  a  des  points  de 
rapproclieuient  (-)  entre  w{x)  et  Tc{x).  Si  ces  points  ne  sont  pas 
des  points  P„,  ils  sont  situés  sur  les  segments  horizontaux  des  gra- 
dins, mais  alors  les  points  initiaux  de  ces  gradins,  qui  sont  préci- 
sément des  points  P„,  sont  aussi,  el  a  fortiori,  des  points  de 
rapprochement. 

Le  problème  est  donc  résolu.  11  n'y  aurait  rien  à  changer,  si 
les    points    P,,     ne    reuiplissaienl    que     les     conditions    (voir    la 

Remarque  II) 

lima7„  =  oo,         lini  suput',!  =  3c. 

De  même  la  Remarque  1  sapplupie  sans  changement. 

Par  contre,  etil  est  important  de  s'en  rendre  compte,  il  n'y  a  pas 
de  fonctions-ty/zes  minima  adjointes  à  un  ensemble  de  points, 
car  les  traits  à  gradins  ne  sont  pas  des  fonctions  continues  au  sens 
analytique  {voir  n"  4,  p.  i^). 


(')    Voir  p.   If),   iiole  (  '  ). 

(-)  Nous  appelons  ainsi  les  points  (jui   vcrilienl  la  condition  (III 
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G.  Cas  particuliers.  —  Nous  retournons  aux  fduclions-lvpes 
adjointes  à  <les  fonctions.  Nous  avons  conçu  le  problème  des 
fonctions-tvpes  comme  un  proljlème  d'interpolation.  Il  s'agissait, 
en  elfel,  d'ajuster  une  fonction  donnée  w{pc)  au  moyen  d'une  fonc- 
tion T(j7),  assujettie  à  certaines  conditions  (').  Dans  chaque  pro- 
blème d'interpolation  il  est  d'un  intérêt  capital  de  connaître  le  degré 
d'approximation  obtenu.  Dans  notre  cas,  une  mesure  appropriée 
de  l'approximation  est  fournie  par  l'étendue  relative  des  Intervalles 
dans  lesquels  la  fonction-type  coïncide  avec  la  fonction  donnée. 
Elle  peut  être  déterminée  d'une  façon  générale  dans  deux  cas  par- 
ticuliers d'une  grande  importance. 

1°  Soit  Wri^x^  une  fonction  continue  et  croissante,  et,  déplus^ 
pour  toutes  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  x, 


{r) 


Wr{-r)i,X      (2). 


En  langage  géométricjue,  ceci  signifie  que  la  courbe  Wr{x)  reste 
constamment  au-dessus  de  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les 
axes  positifs  des  x  et  des  (v.  On  a  alors  de  même 


('■') 


T(^); 


et,  par  suite,  la  condition  (I)  prend  une  forme  plus  simple. 
En  effet,  si  je  suppose  linfiniment  petit  t  choisi  de  sorte  que  la 
quantité  y)  définie  par 

logT 

(i3)  e  '*  ==  I 


I 


soit  également  un  infiniment  petit,  je  peux  poser 


,lo«T      T'    , 


I 


la  dernière  inégalité  étant  une  conséquence  immédiate  de  (/•')  et(i3). 
Remarquons  encore  que  r,  <<  e.  Donc  toute  fonction  satisfaisant 
à  la  condition 


(Ir) 


T(x')^T(a7)'+''., 


X    =   X\     I-H    Tp^ 


(')  J'écris,  pour  abréger,  T(a7)  au  lieu  de  '\\[x). 

(')  Ou  bien  w^{x)  k^x"^,  a.  étant  une  constante  positive. 
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est  certainement  nne  fonclion-tvpe  adjointe  à  i.  Je  |)eux  donc 
remplacer  (1)  par  (I,),  c'est-à-dire  par  une  condition  ayant  une 
forme  analogue  à  (3/;)  du  n"  3. 

Il  y  a  maintenant  lieu  d'énoncer  la  proposition  suivante  sur 
I  appi-o\imalu)n  oldcnue  : 

Il  existe  des  fonctions-types  T^ix)  adjointes  à  (\v(.r)  telles 
que  les  intervalles  dans  lesquels  les  deux  fonctions  ne  coïn- 
cident pas  constituent  une  partie  in  finiment  petite  d'un  inter- 
valle total  (x\)   sufjisantntent  ara/id. 

Ce  lliéorème,  dont  la  teneur  rappelle  exactement  la  pro])osition 
(4")  du  n"  3,  se  démontre  jKir  des  moyens  analogues.  Nous  nous 
contenterons  de  donnei"  la  démonstration  j)0ur  le   cas  suivant. 

2"  iNous  considéi'ons  une  fonction  continue  croissante  t\'it(j7) 
telle  que,  pour  toutes  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  x. 

(R)  ivji(x)le^     (1), 

donc  aussi 

(R')  T{x)^e->-. 

La  condition  (1)  prend  ici  une  forme  analogue  à  (3rt).  Kn 
eflet,  il  est  possible  de  choisir  s  de  sorte  que 

1    l<ii;T  lot:/r 

T,  ('tant  un  infiniment  petit  donné.  On  n'aura  tju  à  prendre 

1  T  1  rp  lOg   (    I ) 

tdf]- s 1 


logT         lo-T  logT 

Alors  il  vient,  |)ar  suite  de  (  H')  et  (i4)< 


lus:  r  lOî-T  1    loyT  log.T 


(')  Ou  bien  ^e""',  a—  const.  Je  remarque  que  les  fonctions  entières  aux- 
quelles s'appliquent  sans  changement  les  procédés  <le  M.  liorei  {Acta  Math.,  t.  W  ) 
sont  précisément  caractérisées  par  le  fait  que 
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Donc  toute  fonction  salisfaisunt  à 


(1,0  T{x'}£T(xy^r,^ 


Ti 


est  certainement  une  fonction-tv[)e  Hiijointe  à  ^v^^{x)  et  à  e. 

Dans  ce  cas,  ra|)proxiniation  ohlcniie  est  très  grande,  car  on 
trouve  :  //  existe  des  fonctions- types  Tj(.i)  adjointes  à  (r|t(j;), 
qui  coïncident  avec  (Vn(.r)  partout,  sauf  dans  des  intervalles 
d'étendue  totale  finie. 

Telles  sont  les  fonctions  que  nous  avons  construites  au  n"  i. 
.l'indiquerai  brièvement  la  démonstration.  JNous  supposons  Tj  choisi 
conformément  à  la  règle  du  n°  i(p.  20),  c'est-à-dire  tel  qu'il  existe 
un  infiniment  petit 


\o%wyx) 


et  satisfaisant  aux  conditions  (E),  (G). 

Remplaçons  alors  les  courbes  auxiliaires  '•o.,{x)  par  des  courbes 
C5v(^)  ayant  pour  équation 


=  -r  —  J. 


Elles  jouent,  par  r.ipport  à  la  condition  (Ik)?  exactement  le  rôle 
des  C5v  vis-à-vis  de  (I). 

Pour  que  ïv  devienne   infinie  dans   un   point   Xi_^y,  on  n'aura 
uu'à  choisir 


-..  —    X !,_-!.  I  


^^'x^iuy 


Ce  point  sera,   d'après  (^G),    situé   dans  Tintérieur  île    l'intervalle 

(X,;,  X^,^^^)  si 

l^artageons  maintenant  tous  les  intervalles  ordinaires  [au  sens 
de  l'inégalité  (3r/)]  en  deux  chisses,  suivant  qu'ils  satisfont,  ou 
non,  à  la  dernière  comliliou.  I*(»iir  avoir  un  langage  bref  cl 
expressif,  je  les  appellerai  bons  dans  le  picinier  cas,  mauvais 
dans  le  second. 


38  CIIAI'ITIUC    II. 

(  )r  la  fouctiou-IV|)e  ne  dillV-re  de  ^r^^  ciurutre  le  point  Çv  d'un 
l)()n  intervalle  et  le  point  initial  du  bon  inler\alle  suivant.  Cette 
distance  se  compose  de  la  distance 


et  de  quci(|ues  inlervalles  exceptionnels  ou   niau\ais. 

PienoRs  d'ahord  les  intervalles  exceptionnels.  Pour  montrer 
que  leur  longueur  totale  est  fini*^  maripions  sur  l'axe  des  x  les 
points 

.ro.     xl,     a-J,      ....     .7'1\     .... 

el  considérons  séparément  les  intervalles  exceptionnels  qui  peuvent 
se  trouver  dans  les  difTérents  sei;nients 

•^V'^Ô  ^        "^  Ô  "^  0^         •••1        •'^'ô  -^ô'         •••■ 

La  longueur  de  ceux  situés  dans  (.r,)a",^)  s'évalue  comme  il  suit  : 


I 
< 

< 


1o8»'r{3-/) 

I 


loovv,.(.r|  )    '    (i -t- Ê,  )  logWRlar,  )        (  i -h  s,  j  (  i  —  £.  )  log«'R(  .r.,) 

I  /  2 


log«'R(.ro) 

(ïf  désignant  la  valeur  do  riiifiniment  pclil  au  point,  .r,), 

parce  que,  en  vertu  de  (  E),  i,>>  — •   Procédant  de  même  pour  les 

autres  segments,  puis  faisant  la  somme  des  expressions  obtenues, 
on  trouve  la  longueur  totale  des  intervalles  exceptionnels 

L<1 V-.  f'  +  -Ul !-^f.-^i-U...+ ^— :-("- 


< 


T.,  ^  c„  /  Xr.    ^  £„/ 


La  dernière  inégalité  est  une  consi-queuce  do  (IH). 

Or,  la  série  du  second  membre  est  évidemment  convergente  pour 
a7o>  'A.  La  longueur  totale  des  intervalles  cxcei)lionnels  est  donc 
finie. 
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Chaque  intervalle  ordinaire  mauvais  a  sa  longueur  <  -, ^; — -• 

La  soniiuatir)!!  (|n"on  \ient  de  lire  s'applique  donc  aussi  aux  inter- 
valles inau\ais,  et  de  même  aux  distances  (çv^/.,+i)-  La  somme 
de  toutes  ces  longueurs  est  donc  encore  finie.  C'est  le  résultat 
annoncé. 

7.  Exemple.  —  Les  fonctions  réelles  continues  et  croissantes 
auxquelles  nous  applicpierons  la  méthode  des  fonctions-types  sont 
des  fonctions  v(/)  définies  par  la  relation  suivante  :  M(/")  dési- 
gnant   le     module    maximum    d'une   fonction   entière,    on   a    posé 

M(/-)  =  e'-'''"^ 
c  est-à-dire 

log  logM(/-) 

Il  y  a  lieu  de  nous  demander  si  ces  fonctions,  en  vertu  de  leur  défi- 
nition spéciale,  ne  sont  pas  d'elles-mêmes  à  croissance  typique, 
de  sorte  c|ue  tout  ce  C|ue  nous  avons  fait  jusqu'ici  serait  peine 
perdue.  C'est  pourquoi  je  vais  faire  voir  sur  un  exemple  c{ue  les 
fonctions  v(r)  peuvent  bien  présenter  des  vitesses  de  croissance 
exceptionnelles.  Je  construirai  une  fonction  qui.  dans  une  infinité 
d'inter\ ailes,  vérifie  l'inégalité 

v(;-')>v(/-)^  /•'=/-^ 


logv(/-; 


J'emploie  encore  la  méthode  des  séries  de  Taylor. 
Choisissons  d'abord  arbitrairement  une  suite  de  nombres   posi- 
tifs croissant  à  l'infini 

N,,     N.,     ...,     N„.     ..., 
et  considérons  une  série  de  la  forme  générale 


/-=2(^)^-' 


les  \x„  étant  des  entiers  croissants  à  être  choisis  convenablement. 
Elle  représente  bien  une  fonction  entière. 

Les  valeurs  pour  loquelles  nous  étaljlirons  la  croissance  excep- 
tionnelle sont  les  N„.  D'après  les  résultats  du  n"  2.   elles  appar- 
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licniu'ul  certainrmeat  à  un  noinl)r('  inliiii  d  inlei\  ailes  t'Xce|)tiomiels 
distincts. 

Voici  notre  nianirre  de  procéder.   Supposons  que   nous   ayons 
clioisi  les  exposants  u,,  'x-y,  ...,  'J^n-t-  l^osons 


N,Al^.         /^n\^'  I     ^n    \!^'—         V   l^nx"^ 


N,/      '    VIN,/      V.\„_.,/        ~f^\^^l     ~ 

et  imposons  dahord  aux  exposants  suivants  la  seule  condition 

condition  qu'on  peut   remplir   en   choisissant    '/„_,.i    suffisamment 
grand.  Alors,  pour  ;  =  N,;,  on  a  certainement 

(«')  T„</(N„)<  .ia„. 

Désignons,  d'autre  j^art,  par  /,/(;)  le  seul  terme  (  âj— )     '  -^O"* 
aurons  généralement,  poui'  /•  réel  positif, 

V  (  /•  ;  =    j ^    j =    ; • 

De  plus,  d'après  (''^'),  la  valeur  v(iN„)  coïncide  approximativement 

avec 

log  loga„ 
logN,, 
donc 

I 


Il  —  '^n 


V     J ^^_   _    V     _t 

-^  Il  ^^   1  T^-     T    —  1  '  «  ~ 


logv(X„)  *  '      lo-T, 


Pour  terminer  notre  démonstration,  il  ne  nous  reste  donc   qu'à 
déterminer  iji,,  de  sorte  que 

log  log^„( /■;,  )  ., 


Mais  ceci  est  aisé,  car,  en  faisant  les  calculs,  on   trouve,  avec  le 
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même  degré  d'approximation  (  ')  que  ci-dessus, 

loglog^,(  /■;,  )  _  logu,,—  loglogT,;—  logN„ 
log/-;,  ~  logN„ 

Si  doue  nous  assujettissons   ;j:,/   à   la   nouvelle   condition,   (pii   ne 
fait  que  renforcer  la  première, 

{b)  iogiji„>  -,7  logN„-4-  logN„-i-  loglogT,,, 

la    fonction  f  {z)    qui    résulte   aura   au    point    N„    les    propriétés 
requises  de  croissance  exceptionnelle  (-). 

11  est  intéressant  de  remarquer  que  la  fonction  (4)  du  Cha- 
pitre I  est  un  cas  particulier  de  nos  fonctions  actuelles.  On  y 
posera 


10" 


J'omets  la  démonstration. 


(')  Ici,  on  suppose  implicitement  que  t„  ne  soit  pas  très  petit,  par  exemple 
T,_  >  2,  c'est-à-dire  3-,^  >  e^n.  On  satisfait  le  plus  simplement  à  cette  condition, 
en  laissant  les  N„  arbitraires  et  en  supposant  la  suite  des  jjl„  suffisamment 
croissante. 

(')  Il  y  a  encore  un  point  qui  mérite  d'être  signalé.  Les  fonctions  v(r)  déduites 
de  nos/(^)  peuvent  ne  pas  être  partout  croissantes.  Or  une  croissance  excep- 
tionnelle survenant  dans  un  «  creux  »  serait  sans  intérêt.  Il  est  donc  bon  de  remar- 
quer qu'on  peut,  par  notre  procédé,  construire  des  fonctions  v(;-)  qui  sont  cer- 
tainement partout  croissantes.  On  y  arrive  le  plus  simplement  en  posant 

^( -)  étant  encore   une  fonction  entière  de  la  forme    /    (^)       qu'on    construira 
de  sorte  que 

En  effet,  on  a  alors  v(/-)  =  g{'')- 
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L'ORDRE  DES  FONCTIONS  ENTIÈRES  ET  LA  DISTRIBUTION 
DE  LEURS  VALEURS. 


Rapjielons  hrièvement  quelques  faits  connus  de  la  théorie  des 
fonctions    entières    d'ordre   fini.    Mettons    le    module    maximum 

de  /(  2)  sous  la  forme 

M(/-)  =  e'-'^''. 

Alors,  dans  le  cas  de  l'ordre  fini,  v(/-)  reste  constamment  au-dessous 
d'un  nombre  fixe.  Donc  on  peut  trouver  un  nombre  la.  tel  que 

î°  v(/)<[;jL  +  o  pour  toutes  les  valeurs  suffisamment  grandes 
de  r; 

2°  V  (/■)  >  lA  —  0   pour  des   valeurs  infiniment  grandes  de  /•. 

Ce  nombre  est  appelé  Vordrc  de  la  fonction. 

Étudions  d'autre  ()art  la  densité  de  la  distribution,  dans  le  plan 
des  z,  des  points  dans  lesquels  f{z)  prend  une  valeur  déter- 
minée a.  Pour  abréger,  j'appellerai  constamment  par  la  suite  ces 
points  les  points  [«],  leur  densité  la  densité  [a\ 

Alors,  pour  chaque  valeur  de  f/,  la  densité  [a]  obéit  à  cette  loi 
que,  n  étant  le  nombre  des  points  [«]  à  Tintérieur  du  cercle 
de  rayon  /',  on  a  pour  toutes  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  /• 

n  < /•!J-+5     (1). 

Nous  allons  étendre  ces  définitions  et  théorèmes  au  cas  de 
l'ordre  infini. 

1.    Définition  de  Vordrc.   —    Soit  f{z)   une  fonction  d'ordre 


(')   Bord.  Fondions  entières,  p.  -3. 
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infini.  Nous  poserons  encore 

(!)  M(r)  =  e'-<^\ 

et.  choisissant  un  infiniment  petit  convenable  s,  nous  envisageons 
l'ensemble  des  i'onctions-lypes  asjmj)lotiques  (?;o//-Chap.  II,  n'^o, 
Remarque  I)  adjointes  à  v(/-)  et  à  s.  Chacune  de  ces  fonctions  sera 
appelée  un  ordre  de  la  fonction  /{z)  adjoint  à  £,  et  désignée 
par  y.'-'(/').  La  même  fonction  et  le  même  infiniment  petit  donnent 
donc  lieu  à  une  infinité  d'ordres.  Parmi  eux,  il  y  a  un  plus  petit 
élément,  Vordre  minimum  Y-T{f')- 

Il  sera  licite  par  la  suite  de  faire  abstraction  de  l'infiniment 
petit  déterminant  et  de  parler  des  ordres  delà  fonction  tout  court. 
Nous  écrirons  alors  j)lus  brièvement  ;-'•(/■). 

Pour  tous  les  ordres  on  a  les  deux  relations  caractéristiques  : 

I  /  pour  toutes  les  valeurs 

\{a)    v(/-)||ji(r)  ou  bien    M{r)'^e''^''^^  suffisamment  grandes 

(a)  '  '      de  r. 

i    ,  ^  r  ■         ,.,  iifrii-*  \  pour  des  valeurs   infi- 

\  (b)    v(/-)>  a /•)'-'^    ou  bien    M(rj>  e'''"'''        T        •         ,  ^      j 

j  X    /      V     ^  r-v   /  ^        aiment  grandes  de  r. 

Les  ordres  minima  étant  malaisés  à  déterminer  dans  chaque  cas 
particulier,  il  est  préférable  de  ne  pas  les  introduire  systémati- 
quement. Pour  chaque  question  spéciale,  on  choisira,  parmi  les 
ordres  de  /(s),  celui  qui  convient  le  mieux.  Cette  indétermination 
même  assure  à  nos  méthodes  une  souplesse  précieuse.  Dans  le 
cas  parriculier  où,  pour  un  infiniment  petit  donné  £,  v(/')est  elle- 
même  une  fonction-type,  c'est  elle  qu'on  choisira  toujours  comme 
ordre. 

J'aurai  quelquefois  besoin  d'un  langage  plus  expressif.  Alors 
j'appellerai  v(/)  Vordre  brut  et  [J^(/')  un  ordre  net  de  f{z). 
Cette  terminologie,  que  je  donne  sous  toutes  réserves,  a  du  moins 
l'avantage  d'être  suggestive  ('). 

2.  La  densité  \a]  limitée  par  Vordre.  —  Comme  toutes 
les  fonctions /"(c)  —  a,  a  étant  une  constante,  ont  même  croissance, 
nous  pouvons  nous   borner  à   l'élude  des  zéros  de  f(z),   et  nous 

(';  On  pourrait  iiiissi  iliic  ordre  nature/  \)o\iv  'j(  r)  et  ordre  ajusté  poai  [x.(r). 
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pouvons  .siij)[)Oser  que  le  point  z  =^  o  ne  fait  pas  paitie  de  leur 
ensemble,  ce  qui  abrégera  beaucoup  l'écriture.  ISous  déduirons  un 
théorème  sur  le  nombre  maximum  des  zéros  contenus  à  l'intérieur 
d'un  cercle  de  rayon  /•.  Deux  méthodes  ont  été  indiquées  à  cet 
elVel.  F/une  consiste  dans  une  généralisation  ingénieuse  d'un  pro- 
cédé indiqué  par  M.  Erik  Schou  (');  elle  est  due  à  M.  i^outroux  (-). 
L'autre  f|ue  nous  allons  suivre  ici  repose  au  fond  sur  le  tliéorème 
connu  de  M.  Jensen,  mais  admet  une  exposition  excessivement 
simple  et  élémentaire  grâce  à  une  récente  Note  de  MM.  C.aralliéo- 
dory  et  Fejér  (^). 

Soient  généralement  a,,  a^,  ...  (a^^o)  les  zéros  de  f{z)'. 
/•,,  /-o,  .  .  .  leurs  modules  rangés  d'après  l'ordre  de  leur  grandeur; 
chaque  zéro  sera  compté  autant  de  fois  qu'indique  sa  iniiltiplieité. 

Soient  en  particulier 

ai,     a.^,      ...,      o(„ 

des  zéros  qui  sont  situés  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  /•. 

Il  est  aisé  de  former  une  fonction  Q(::)holomorphe  à  l'intérieur 
et  sur  la  périphérie  du  cercle  /•,  ayant  à  l'intérieur  les  zéros 
a,,  ...,  a„,  et  telle  que,  sur  la  périphérie,  son  module  ait  une 
valeur  constante  |  Q  (^"jl- 

Admettons  pour  un  moment  l'existence  de  cette  fonction. 
Soit/(o)  =:  A  ^  o,  Q  (o)  =  O.  Alors  nous  pouvons  poser 

(3)  f{z)=-'^Q_{z)g{z), 

g{z)é\.i\n\.  une  fonction  holomorphe  pour  |  ::|  ;;i /•  qui,  pour  ^  =:  o, 
prend  la  valeur  i . 

Considérons  les  valeurs  de  g  {z)  sur  le  cercle  de  rayon  /'. 
Comme 


27: 


(  /•  e'?  )  d-^ 


(théorème  de  la  moyenne  arithmétique),  il  y  a  certainement  sur  le 
cercle  /•  un  point  z^  =  /'e'?»  tel  que 

l^(2o)|  >  I- 

(')    Voir  Borel,  Fonctions  entières,  p.  72  et  suiv. 
(-)  Acta  Math.,  t.  XXVIII,  190 '|,  p.  116  et  189. 

{^)  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences,   t.  CXIA',  16  juillet  1907, 
p.  i63-it)5. 
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Appliquant  (3)  à  ce  point  particulier,  on  ti-ouve 


4') 


^||Q(r)|<Mf/-). 


Foniiuns  iiiainleuaul  la  fonction  0(z).  Désignons  par 

^  1  '        ^2  )         •  •  •  )        ^« 

les  points  symétriques  aux  a/  par  rapport  au  cercle  /■  : 


a/  étant  la  quantité  complexe  conjui;uée  à  a,.  On  sait  alors,  d'après 
la  théorie  des  rayons  vecteurs  réciproques,  que  pour  |  ;  |  =  /■  le 

quotient  ^ — -f-'  a  son  module  constant  et  égal  à 


Donc  la  fonction 


Q(2)  = 


a.  I  _  n 


(3— a,)(3  — a.j)...( 


a„) 


a  les  propriétés  requises,  et  il  vient 


(') 


Q  =  Q(o)='^ 


/•,-  r.î .  .  .  /'r, 


(4^ 


|Q('-)I  =  — 

Suijslituant  dans  (4)?  *^'ii  obtient 

lA 


r"<M(/-). 


Cette  formule  est  valable   pour  toute    valeur  /■.    Elle    découle 
du  reste  immédiatement  du  théorème  de  M.  Jensen  (-). 
Or  supposons  /•  suffisamment  grand  pour  que 


< 


el  iM(/-)<e 


,.;Mr) 


(')  On  trouve   une  autre  application  des  fonctions  Q(-)  ciaiis   ma  Note  {JSiill. 
Soc.  Math,  de  France,  t.  X\XV,  1907,  p.  214  )■ 

(  ■)   Voir  p.  ex.  Goursal,  Cours  d'Analyse,  t.  II,  p.  127-129. 
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alors  on  lire  de  (4) 

et  en  prenant  les  loj;aritliines 
(5)  n< 


lugr—  \ogr„ 


Cette  formule  nous  servira  à  fixer  une  limite  supérieure  du 
nombre  n  des  racines  de  module  ^/•„.  C'est  le  l)ul(|ue  nous  avions 
en  vue. 

Or  il  est  évident  (jue  l'inégalité  (5)  ne  s'y  prête  pas  immédiate- 
ment, mais  on  y  arrive  par  un  petit  détour  en  mettant  à  profil  \h 
croissance  typique  de  l'ordre  ^{f). 

Considérons  le  cercle 

r  =  r„e  '       \  lofr/- —  loe/-„  =  — —  • 


Le  nojnbre  des  zéros  de  module  ^  r,t  contenu  dans  ce  ceixle  est, 
par  suite  de  (5), 

Or  on  a   ('n idenunent,  el  (juel  que  soit  l'infiniment  petit  e, 

I 
r  <  r]^  i^^; 
donc 

et 

<6)  „<;;<'"i5^ '-■'■■"' '■<,.;■'■■"*•. 

Comme  la  même  inégalité  subsiste  a  fortiori  pour  /■  >>  /•„, 
nous  pouvons  énoncer  le  théorème  : 

Le  nombre  ti  des  zéros  situés  à  C intérieur  ou  sur  la  péri- 
phérie d'un  cercle  de  rayon  suffisamment  grand  r  ne  peut 
dépasser  une  limite  supérieure  fournie  par  les  ordres  de  la 
fonction  : 

(6')  rt  <  rl^f'-''^*. 
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Remarque.  —  Un  |)eut  gagner  en  précision  en  introduisant,  au 
lieu  de  l'ordre  a  (/•)  assujetti  aux  lois  de  la  croissance  typique,  une 
fonction  "il(/'),  ordre  généralisé,  soumise  à  la  seule  condition 

(a)  ]]l( /•')£]][( /•)'+£,  /•'=/• 


^(rf 


Car  il  vient  encore,   pour  toute  valeur  suffisamment  grande  de  r«, 
et  ([uel  que  soit  £, 


!^  (  ''n  )• 

et  par  suite 

(6  a)  rt  <  ri^'^)'^*', 

limite  plus  petite  en  général  que  (6).  Mais  nous  avons  préféré 
l'énoncé  (6)  parce  qu'il  admet  un  inverse  exact  [voir  Chap.  IV  ), 
tandis  que  (67.)  n'en  admet  pas.  Ce  point  sera  discuté  en  détail  au 
Chapitre  V. 


3.    Cas  particuliers.  —  Soity(^)  une  fonction  telle  que 

donc 

logr' 


M{r)  <  6-2 (/"^'j  =  e''''\ 


(A)  v(/-) 


k  étant  un  nombre  positif.  On  peut  évidemment  trouver  un  infini- 

ment  petit  z  tel  que  j— ^  soit  une  fonction-type  adjointe  à  s,  ce  que 

.  r^- 

nous  exprimerons  aussi  par  la  locution  abréi:ée  :  la  fonction  -, 

1  I  »  log/- 

est  une  fonction-type.  Donc  on  trouve 

Appliquant  cette  inégalité  au  cercle  r^r„  et  prenant   l'inverse, 

on  a 

1 
(B)  r„>(logn)*'+5'.. 
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Pour  une   lonction  de  la  croissance  (A)   toute  densité  [«]  ne 
peut  donc  pas  surpasser  la  densité  des  nombres  (  B). 
Supposons  encore 

M  (/•^<e3  (/-''•), 
d'où 

Cette  dernière  fonction  étant  une  lonction-lype  (dans  le  sens 
expliqué  ci-dessus),  on  conclut  que 

/i  <  e.,  [(  I  -^  0  )r'-\, 
et  par  suite 

(D)  r„>  î ;(loglog/n^=  -^-^(loglogn/- 

(i  +  ôf 

On  opère  de  même  dans  le  cas  général  de  Tinégalité 

<E)  M(/-)  <  e/(/-^')         (/ entier  positif), 

car  toutes  les  fonctions  de  la  forme 

sont  des  fonctions-types,  ce  qu'un  calcul  immédiat  permettrait 
de  vérifier,  mais  le  iait  est  tellement  intuitif  que  je  n"v  insiste  pas. 
J'écris  encore  le  résultat  |)0ur 

(VJ)  M(r)<^e;(r''^). 

Il  vient 


<F')  r„>  v/log3/i  —  0. 

Il  est  curieux  de  constater  dans  (B),  (l^j,  (F)  de  quelle  façon 
se  déplace  la  quantité  indéterminée  o,  de  manière  à  devenir  de  plus 
en  plus  inoflensive.  On  peut  dire  que  plus  la  fonction  croit  vite, 
moins  la  limite  inférieure  des  zéros  est  un  critère  sensible  de  son 
ordre. 

Il  est  intéressant  de  rechercher  dans  quelle  mesure  l'ordre  peut 
varier  sans  que  la  limite  inférieure  des  zéros  en  soit  afi'ectée. 
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A  cet  effet,  supposons,  au  lieu  de  l'inégalité  (E),  que 
(G)  lM(/-)<e3|(i  +  Tje/_2(/-^)|, 

Y,  étant  un  infiniment  petil.  On  voit  que  rien  ne  cliange  dans  les 
calculs  ni  dans  les  résultais  précédents;  il  n'y  a  cpie  le  facteur  i  +  o 
qui  est  à  remplacer  par  (  i  -h  o)(i  +  Tj)  =  i  -f-  o'.  La  limite  infc'- 
rieure  des  zéros  est  donc  la  même  pour  les  fonctions  (G)  et  (E), 
malgré  la  différence  assez  sensible  dans  les  croissances.  La  limite 
s'abaisse  au  contraire  si,  au  lieu  de  (E)  ou  (G),  on  suppose 

(H)  M(r)<e,\ii-^-ri)e/.,(r'^)]. 

.Lomets  les  calculs. 

Ainsi,  pour  les  deux  fonctions 

/^(z)  =  e,(z)~i  et        f,(z)^e,[ze.,{z)]~i 

(qui,  en  vertu  du  théorème  de  M.  Picard,  possèdent  une  infinité 
de  zéros)  la  limite  commune  est 

Par  contre,  pour  la  fonction 

fiiz)  =  e^iz  e-)  —  i, 
il  \  ient 

I      , 


La  limite  s'est  donc  abaissée  ;  la  densité  des  zéros  de  fi  peut  être 
plus  grande  que  celles  de  /',  et  de/o. 
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Voici  les  définilioiis  et  théorèmes  relatifs  au  domaine  de  Tordre 
fini  dont  nous  chercherons  la  généralisation  dans  ce  Chapitre. 
Soient  a,,  a^,  ...  une  infinité  de  nombres  complexes,  /•,i=|3t,<| 
leurs  modules.  Supposons  qu'il  existe  des  nombres  réels  positifs  3' 
pour  lesquels  rf,'ç./i  à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande 
de  n.  La  limite  inférieure  z  des  0'  sera  appelée  Vexposant  ('  )  de  la 
suite  {y-,i)-  Soit  p  le  plus  grand  entier  contenu  dans  p  (-).  Alors, 
en  désignant  par  ¥^p(u)  le  facteur  |)rimaire  (.de  Weierstrass)  de 
degré />,  nous  formons  le  produit  convergent 


E„    — 


II 

Ce  produit  est  appelé  produit  canoniiiue  et  donne  lieu  aux  deux 
théorèmes   suivants  :  //  est  inférieur  à   e'^^    pour    toutes    /ef 
valeurs  suffisamment  grandes  de  r('^).  Il  est  supérieur  à  e"'""^ 
pour  des  valeurs  infiniînent  grandes  de  r  ('•). 

1.    Le  fartour  primaire.    —   Lf^   facteur    |)rimaire   de   degré  p 

(')   Celte  déiioiniinition  csL  due  au   fail  tjue  des  deux  séries 

l"une  est  divergenle,   l'aulre  converyenle.    .M.  Piinysliciin    dit   plus  explicitement 
exposant  limite  {Grenzexponent)  {Math.  Ann.,  t.  LVIII,  p.  298). 

('^)  Pour  éviter  des  complications,  n(jus  supposerons  que  p   n'est  pas  entier: 
(')    Voir  surtout    Lindelof,  Acta   Soc.   Fenn.,   t.   WXI,   1902,  p.  4;   voir  aussi 
Pringstieim,  ioc.  cit.,  p.  3o2;  Bore!,  Fonctions  entières,  p.  56. 
(*)  Borel,  Fonctions  entières,  p.  7'). 
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est  kl  fonction 

Ef,{u)  —  (i  —  u)  e       -  I'      . 

Il    vérifie    deux    inégalités    sur    lesquelles    nous    aurons    à    nous 
appuver. 

r^a  première,  très  simple,  s'obtient  immédiatement  par  le  déve- 
loppement de  \o'^E,piu)  autour  de  l'origine  (')  et  s'énonce  ainsi  : 

On  a,  pour  |  //  |  <  i , 


donc  en  particulier,  pour  |  ^^  |  <<  i > 

(I)  |Ep(a)|>e-l"l''"'. 

La  seconde  est  la  suivante  : 

Pour  toutes  les  valeurs  de  u  et  pour  tous  les  entiers p  sub- 
siste l  inégalité 


(2) 


|Ep(«)|<ei«l''-'. 


Cette  proposition  est  nouvelle  ;  il  ne  faut  pas  la  confondre  avec 
celle  donnée  par  M.  Borel  {loc.  cit.,  p.  5i).  La  démonstration,  qui 
n'est  pas  immédiate  et  sort  un  peu  du  cadre  des  raisonnements  em- 
ployés ici,  sera  donnée  dans  la  Note  II  à  la  fin  du  Volume  (-). 

2.   L^ exposant .   —  Soit 

a.,     «2,     ... 

une  suite  infinie  de  nombres  comple.x.es,  dont  du  reste  plusieurs 

peuvent  être  égaux,  rangés  d'après  l'ordre  de   grandeur  de   leurs 

modules 

Tl,     /•,,      ... 

et  tendant  vers  linfini  avec  n.  Pour  chaque  n  formons   le  nombre 


(  '  )  Borel,  loc.  cit.,  p    52. 

(-)  J'y  renvoie  aussi  pour  les  renseignements  bibliographiques. 
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positif  a-,,  défini  par 
(3)  rl''=n, 


c  est-a-ilire 


logn 
'ogr„ 


(')• 


Nous  supposerons  que  ces  nombres  T/,  ne  restent  pas  tous  au- 
dessous  d'une  limite  fixe,  ce  cas  étant  déjà  traité.  Il  ne  faut  tou- 
tefois pas  conclure  de  là  que  les  a-„  forment  une  suite  toujours 
croissante.  Au  contraire,  à  cause  de  l'arbitraire  dans  le  clioix 
des  y.,i,  la  suite  dcsT„  présentera  en  général  des  baiits  et  des  bas  (-). 

Dans  un  plan  rapporté  aux  axes  rectangulaires  /•,  t,  marquons 
les  points  (/„,  a-,,).  L'ensemble  dénombrabic  de  points  obtenu 
est  de  l'espèce  de  ceux  étudiés  au  Cbapitre  II,  n"  o,  Remarque  111. 
Nous  pouvons  donc  construire  des  fonctions-types  asvmptoliqnes 
adjointes  à  cet  ensemble  et  à  des  infiniment  petits  convenablement 
choisis  £.  En  ouieltant  de  mentionner  explicitement  cet  iudniincul 
petit,  nous  les  désignerons  par  o  (/•),  et  les  appellerons  ries  expo- 
sants '/e  la  suite  [y.,/].  Il  y  a  donc  une  infinité  d'exposants  attachés 
à  une  suite,  de  même  qu'il  y  a\ait  précédemment  une  infinité 
d'ordres  attachés  à  une  fonction.  11  convient  toutefois  de  signaler 
cette  différence  qu'il  n'y  a  j)as  d'exposant  minimum  (•'  ). 

La  relation  entre  les  t,,  et  p(f')  étant  la  même  (pientre  v(/-) 
et  u.(/'),  j'emploie  pour  ces  éléments  une  terminologie  analogue, 
appelant  p(r)  un  exposant  nef.,  la  suite  (t„)  /'ex/)Osa/it  brut. 
\Jexposant  tout  court  sera  toujours  o(/"),  rex|)osant  net. 

Pour  abréger,  nous  posei'ons  généralement  p  (/"//)  '=  p/c 

Tous  les  exposants  ontdeux  propriét('S  caractéristiques  communes 
qui  pourraient  aussi  bien  leur  servir  de  définition. 

Une  fonction-type,  exposant  d' une  suite  (x,,),  remplit  les 
deux   conditions   suii'antes  :  on  peut  trouver   un    infiniment 


(')  Si,  par  suite  (le/'„<;i,  i]uel(|iies  t„  élaieiiL  iicgutifs,  on  los  retiifilacerait  par 
zéro. 

(-)  l'ai'  exemple,  si,  (lésisi;ti;iiil  par  c/„  le  iioiiiljre  i!"",  je  pose  gêiiéialerneiit 

"</„  =   '"r;„  +  l  =   •  •  •    =    ''./i.+  i-l  =   ''„> 

log(rf„^,-  I) 


j'obiieiis 


■"''n  — 


".'.,M      1   — 


n"  log 
( ')    Voir  Chap.  Il,  ii"  5,  lin  de  la   Ueinarqiie  III. 


>  /«  -t-  I . 
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petit  s'  tel  que 

(4)  i"     fa  série    J  — ;— -  est  convergente  : 

n 

(5)  2"     la  série  2. — rrr  <^*'  divergente. 

Il 

En  efl'et,  d'après  la  définition  (3)  des  a,,,  la  somme  51~5F''^S~2 

est  convergente,  donc  a  fortiori  la  somme  \^ — |:p^,  sous  l'hypo- 

tlirse  que  p^  est  une  fonction  croissant  à  l'infini. 
D'autre  part,  il  y  a  une  infinité  d'indices  n  tels  que 

ce  qui  prouve  la  divergence  de  la  série  (5)  pour  s'^o,,  car,  quel 
que  soit   l'infiniment   petit   e',  elle  a  ses  termes  décroissants,    et 

une  infinité  en  sont  >>  — 
n 

On  démontre  de  la  même  manière  l'inverse,  qu'une  fonction- 
type  qui  vérifie  (4)  et  (5)  est  telle  que  la  puissance  p(/)'''"^  est 
asjmptotiquement  adjointe  à  l'ensemble  (/•,/,  C7„). 

3.  Le  produit  canonique.  —  Le  produit  canonique  est  une 
fonction  de  la  forme 

(6)  ''<=)=riv(^). 

n  =  \ 

les  />„  étant   des  entiers  conAcnablemenl   choisis. 

Qu'on  me  permette  quelques  observations  préalables. 

Par  définition,  le  produit  canonique  est  une  fonction  de  la 
forme  (6)  particulièrement  simple.  Y  a-t-il  de  la  simplicité  un  cri- 
tère rationnel,  fondé  sur  des  caractères  immanents  du  problème? 
Il  y  en  a  en  ellet  pour  le  cas  d'exposants  finis,  oùjle  produit  cano- 
nique se  distingue  par  son  ordre,  qui  est  inférieur  à  celui  de  toutes 
les  autres  fonctions  de  la  classe  (').  Si  l'on  clierclie  à  étendre  ce 


(')    ]oir  toutefois,  pour  un  cas  exceptionnel,  le  Mémoire  de  M.  Wiman  (Arli 
for  Mat.  Astr.  Fys..  t.  I.   njo'i). 
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ci'itère  au  cas  des  exposants  infinis  (ccst-à-dire  croissants),  on  est 
amené  à  la  question  :  Y  a-l-il  une  fonction  de  la  forme  (6)  dont 
le  modide  iiiaxinnmi  soil  inférieur,  |i(iui- /  >nllisanini(nt  j^ranti.  à 
celui  de  toutes  les  autres  fonctions  de  la  niénie  forme?  C)r  cette 
question  n'est  pas  encore  élucidée,  il  est  même  douteux  quelle 
comporte  une  solution  j^énérale  (  '  ).  Faute  de  critères  rationnels 
pour  le  choix  du  j)roduit  canonique,  nous  nous  laisserons  donc 
guider  par  des  raisons  d'ordre  pratique.  PSous  ferons  dépendre  la 
détermination  des  degrés/?»  du  choix  de  l'exposant.  La  définition 
qui  en  résulte  est  peut-être  un  peu  artilicielle,  mais  très  commode 
dans  les  applications. 

Voici  cette  définition.  Désignons  généralement  l)ai[c.]  l'entier 

défini  par 

?-i<[p]^?- 

Soil  alors  p  (/")  un  exposant  adjoint  à  la  suite  (a„)  et  à  Tinfi- 
niment  petit  s.  Nous  restreignons  la  décioissance  de  e  par  la  con- 
dition que  p^  soit  une  fonction  non  décroissante  et  qui  tend  vers 
Vinjini,  condition  cjui,  dans  sa  forme  logarithmique,  était  déjà  à 
la  base  de  tous  les  développements  du  Chapitre  11  [inégalité  (F)]. 
P'ormons  l'exposant  nouveau 

fonction  non  décroissante  en  \ertu  de  notre  hypothèse  sur  t. 

On  obtient  le  produit  canonique  correspondant  à  l'exposant 
z{r)  en  posant  (-) 

pour  /•«>>  1 ,  /^«=  o  pour  /■„=  i . 

11  est  évident  que  ce  produit  canoni(|ue  converge  absolument.  Sa 
définition  se  justifie  par  les  deux  théorèmes  très  simples  auxquels 
il  satisfait. 


('  )  Un  pas  important  parait  avoir  été  fait  dernièrement  par  iM.  Denjoy  {Comptes 
rendus,  t.  CXLVI,  i3  janvier  1908,  p.  62-64,  et  t.  CXLVII,  i3  juillet  1908,  p.  118- 
121).  Je  reviendrai  sur  ces  Noies  à  la  (in  du  Chap.  V. 

(*)  On  pourrait  abréger  un  peu  les  calculs  suivants  en  posant /^„=  [29  j,"*"  "']. 
Mais  je  n'ai  pas  trop  voulu  charger  la  définition. 
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V.  Le.  produit  canom't/uc  est,  pour  toutes  les  valeurs  sufji- 
sduiment  g/a /ides  de  r,  plus  petit  t/ue  e''' 

B.  Pour  des  valeu/s  i/ijini/ne/tt  gra/ides  de  /•,  le  produit 
cano/xique  est,  su/-  tout  le  cercle  /•,  plus  grand  que  e"'"^*'^ 

Pour  la  (léinonslralioii  de  ces  deux  tliéorènies  on  décompose 
dabord  le  produit  canonique  en  deux  produits  partiels.  Soit  a,„  le 
plus  petit  nombre  a„  lel  (pie 

I  8  A)  r,!-^  r  n  -  m, 

y.y  le  plus  petit  nombre  tel  que 

(8B)  /-«^/-ri  -^  ^^1  /«^N. 

On  pose  alors  dans  le  cas  du  théorème  A 

(gA)  n(::)=P,„(^)R„,(^),  f^'"^^)  =  fl  ^/'"  (^)  ' 

dans  celui  du  théorème  B 


(OB) 


I\{z)  =  Py(z)R^(z),  ^s(^^=Y\^^''''{£)' 


Km{z)  et  R^(:;)  seront  appelés  les  restes. 

i.    Calcul  des  restes.  —  En  vertu  de  (i),  (2),  (8B),  on  a  certai- 
nement 


"/'" 


'•  \/',.+  i 


K,-„    -       <  e  '■' 


r    \Pn+l 


< 


P" 


tout  se  ramène  donc  à  l'évaluation  de  la  série 


On  a  alors 

(9) 


R/«<e+s         et         e-'^<R^<e-^ 
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Le  calcul  tic  la  séi'ie  S  se  lail  en  dernier  lieu  en  la  comjtaiant  à 
une  série  géométrique.  Mais  elle  ne  se  j)rête  |)oint  à  celte  compa- 
raison dans  sa  foiine  primiti\e,  car  Je  quotient  de  deux  termes 
successifs  de  S  peut  difl'érer  très  peu  de  1  unité;  il  lui  est  même 
égal  si  /•„+,  =  r„.  Il  faut  donc  d'abord  apprêter  S  en  réunissant  un 
certain  nombre  de  termes. 

\  oici  comment  nous  procéderons.  Posant /•„,  =  r-^^.  t^  =  e(/'>  ), 

1 

nous  cberchons  le  premier  nombre  Z',^  égal  ou  supérieur  à  /"^^     "»  : 
ce  nombre  sera  désigné  |)ar  /s,  ;  de  même  nous  posons  £(  7\^)  =  e,  et 

déterminons  le  premier  nombre  r^^^/y^     "■'',  et  ainsi  de  suite.  Nous 
obtenons  une  suite  infinie  d'indices 

^0,     Ni,     No.      .-.,      N„      •■• 

et  de  nombres  correspondants 

l  '■>„'     ''fi,:     'n,'     •••'     'y.'     •••' 

(10')  ,^_L 

(  '■.\,+,-i< '".\,   ^"'"'^''s.^r         E/  =  eC/-K.). 

Formons  la  somme  partielle  à  un  noml)re  fini  de  termes 

la  série  S  s'écrira  alors 

et  dans  cette  lurme  elle   peut  être  assimilée    à    une   série  géomé- 
trique. 

Car  éxaluons  daboi'd  la  somme  5,.  Elle  C(jmprend 

N,-+,— N,-<N,vi-i 

termes   qui    \onl   en   diininuaul;   ou   a   donc,    en    écrl\anl,     pour 
abréger,  t  au  lieu  de  e/. 
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comme  d'autre  part,  en  vertu  de  (3), 

N,-+,-i<  A-.-' 
et,  en  tenant  compte  de  (  i  o')  et  de  la  croissance  ly|)i(|ue  de  p(/'), 

'n,-+,-1    ^     N,  =     N,  ~      N,  ' 


on  trouve  encore 


'■<'^::r,(j-r  <^-^"iir 


Si  donc  je  désigne  par  S  la  nouvelle  série 

OÙ  l'indice  i  apposé  à  e  met  de  nouveau   en  évidence   la    valeur 
£(/•[,),  j'obtiens  certainement 


Or  S  est  comparable  à  une  série  géométrique.   Car  formons   le 
quotient   de  deux    termes    successifs.    En    posant    pour   abréger 

£/  =  £,  c/^,  =  s',  nous  pouvons  écrire 

('o  )       { 

Evaluons  d'abord  le  terme  entre  crochets  et  considérons  à  cet 
elfet  le  quotient  -^>-^.  Je  dis  que 

avec  la  seule  hypothèse  (pie  Oy  >>  i .  Car  cette  inégalité  est  \éririée 
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pour  tout  n()ml)re  >  r^^  '''''•.  Or 


la  dernière  inégalité  s'ensuivanl  de  ^n,  ^  '• 

Donc,  dans  (lo"),  le  terme  entre  crochets  est  supérieur  à  une 
puissance  de  r^  dont  l'exposant  est 

'        /,l+2£'  -,l-t-2e\  /n'-^-E'  ri'+-N  C  '  o      \ 

>-i(?;i;:;-?r)-(?N,..-?N,)  ^')- 

D'ailleurs,   en   tenant  compte    de   (lo'),   le    facteur  devant   les 
crochets  s'évalue  comme  il  suit  : 


>^^'^'~^'""'~^^'    (1). 

Donc  le  quotient  y— ^  est  j)lus  grand  qu'une  puissance  de  /-y 
dont  l'exposant  est 

—  -(PÎ/""— ?î(^')  —  (?N        —  ?\   )  +  Pn^"  —  Pn.       —  0l~^' 

'         ,        c-  .        -.  /   l         -,  I  \ 

nombre  positif  dès  que  o^'.^^  >>  2  4- y/6. 

F^ar  suite,  en  supposant,  par  exemple,  ^%,._^^  >  5,    il  vient  finale- 
ment 

U,..,  >  '^«•' 

«  étant  un  nombre  croissant  avec  i.   La  série   S    peut   donc   être 
comparée  à  une  série  géométrique  à  quotient   très   grand,  et,   par 

(  ')  On   utilise  le  fait  (|ue  p'  va  en  croissant. 
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conséquent,  est  plus  petite  que  le  double  de  son  premier  tenue, 

(|iii  est 

donc,   en  revenant  à  la    série  S,    nous    sommes   justifiés  d'écrire 

Si  une  des  quantités  /\(N  =  No,N,)  est  telle   que 
'^4;  r       '-^ 

f\^r       P^.\         donc  —  ^ /->■  P.n^  [-\  =  £('"n)]' 

''n 

le  terme  correspondant  dans  la  somme  est  plus  petit  que  l'unité. 
Car  il  est  au  plus  égal  à  une  puissance  de  ;•  dont  l'exposant  est 

?\  ■     P.N—    ,£xVf^N  ^N  '  NV   ""  P>         ^■'P.N^-^Pn         ■ 


(piantite  négative  pour  o^'' >•  4- 

1  -H  -4- 

Mais  si  au  contraire  ;•>,  <<  '"       "  ,  considérons  les  trois  points 


[?=?('•),   p'=P"-'),   £  =  £(7-),   £'=£(/•')]. 
Je  dis  que  ly  <C  /'".  Car,  si  i\  >>  /•',  il  vient  p'^'£  p^^,  donc 

Or,  d'après  la  croissance  typique  de  p, 

?('•")  <   p'>-*-e"'+£''S  p<'  +  £l  =  . 

l'ar  suite,  la  même  inégalité  est  vraie  pour  p^^,  et  le  terme  corres- 
pondant à  r-y  dans  le  second  membre  de  (  lo'")  est  -<  /P'"^  . 

Combinant   ces  résultats,  nous  arrixons  à  la  conclusion  finale  : 
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La  somme  S  satisfait  à  (' inégcdité 

S  <  /-P      . 

et,  par  conséquent,   nous  trouvons   |)our  les   restes  R,„  et  Pv^   les 

deux  reliilions 

,o(r  )'+*'. 
(m'A)  ^n,<e" 

(ii'B)  e-'-?'"*' <  R>- <  ^■^'•f'"'^ 

o.  Théorème  A.  —  Nous  avons  posé 

(9A)    n(z)=p„,(3)R„,(z),       P"'(^)  =  II^''"('i)' 

n-  I 

11  ne  reste  plus  qu'à  évaluer  P,„(5),  ce  qui  est  immédiat.  Car 

ï|f|''""' 


/•„,-!  <   /• 


or 


/H  —  1  ce  « 


n  =  I 


Nous  trouvons  donc  bien,  finalement, 

(II)  |n(z)|<e'-f^^''"*, 

ù  étant  un  infiniment  petit,  ce  qui  prouve  le  théorème  A. 

Ce  théorème  est  susceptible  d'une  autre  forme,  plus  suggestive  : 

Sio{r)  est  un  exposant  de  la  suite  {a.,,),  le  produit  cano- 
nique dont  les  a„  sont  les  zéros  et  qui  correspond  à  l'expo- 
sant p(/)  a  un  ordre  u.{r)  inférieur  à  pC/')''^^  «  partir  d'une 
certaine  valeur  de  r. 

Soit  en  particulier  [f-oi'')  1  ordre  minimum  de  ce  produit  adjoint 
au  même  infiniment  petit  s  que  p{r).  On  voit  vite  que  p(/)''*"'^ 
est  a  fortiori  adjoint  à  cet  s.  Donc,  comme  une  fonction-type 
asymptotique,  des  qu'elle  est  constamment  supérieure  à  la  fonction 
ajustée,  est  aussi  supérieure,  ou  au  moins  égale,  à  la  fonction-type 
minima  {voir  Chap.  111,  n"  5,  Remarque  1),  il  résulte  l'énoncé  : 
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A  partir  d'une  certaine  valeur  de  r  tout  exposant  p(r) 
vérifie  la  relation 

0  désignant  un  inlininient  petit  con\cnablement  choisi. 
Ou  bien  encore,  en  nous  servant  de  Tordre  lîrut  : 

L'ordre  biul  du  produit  canonique  correspondant  à  r  expo- 
sant p{r)  est  toujours  inférieur  à  p( /•)'+5  : 

(A)  -/(/•)<  p(r)i+S. 

Rapprochons  de  ce  résultat  celui  obtenu  au  Chapitre  111,  n"  !2  : 

ou  bien,  avec  nos  notations  nouvelles, 

(B)  a„<uL(/-„)i+ô. 

Nous  pouvons  l'énoncer  dans  ces  termes  : 

Si  y-(/')  est  un  ordre  de  la  fonction  f{z),  la  suite  des  y-n-, 
zéros  de  /(-),  ci  an  exposant  inférieur  à  [ji.(r)'+^  à  partir 
d' une  certaine  valeur  de  r. 

Ou  encore  : 

L'exposant  brut  de  la  suite  des  a„  est  toujours  inférieur 
à  |j.(/-)'+^,  'i\r)  étant  un  des  or  1res  de  la  fonction. 

Nous  transformons  cette  relation  entre  les  ordres  (nets)  et 
l'exposant  brut  en  introduisant,  comme  dans  (A),  les  exposants 
(nets)  et  l'ordre  brut. 

Si  c(/')  est  un  exposant  de  la  suite  des  zéros  de  f{^),  il  existe 
des  valeurs  infiniment  grandes  de  r  pour  lescjuelles 

(G)  ?(/•)<  v(/-)'^ô. 

Car   supposons  au  contraire    pour   toute    valeur    suffisamment 

grande  de  r 

I 

(a)  v(/-j<p(/-)T^, 

y.  étant  un  nombre  fixe.    Désignant  par  e  linfiniment  petit  auquel 
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la  foiictlon-lype  p(r)  est  adjointe,  nous  voyons  aisément  que  la 

1 
fonclion  t(/')  =  o(^/)'^*  est  adjointe  àrinfiniinenlpelil/,  =  (i  -r  a)£. 
Car  substituant  t(  /)  et  r,  dans  linéyalité  de  la  crt)issance  typique 

1 
il  \  lent  ininiédiatement 

Donc,  d'après  (a),  la  fonction  t(/)  est  un  ordre  de  /(z)  ou  une 
fonction-type  supérieure  à  un  ordre.  Donc  nous  pouvt^ns appliquer 
(B)  et  nous  trouvons 

Or  ceci   est   manifestement  absurde,   car  il  y  a  des  zéros  a„^, 

a„  ,  .  .  . ,  a„  ,  .  ,  .  pour  lesquels 

1 

cr«.>p(/-„,)=^^', 
contrairement  à  (|j). 

Appliquons  maintenant  à  un  produit  canonique  les  inégalités 
(B)  et  (C),  en  les  combinant  avec  (A).    Il  résulte  : 

Théorème  puincipal  sur  les  produits  canoniques.  —  Un  pro- 
duit canonique  correspondant  à  V exposant  o(r)  possède  un 
ordre  de  la  forme  p(/')'+^,  ù  étant  un  infiniment  petit. 

En  effet,  on  peut,  en  vertu  de  (A),  trouver  un  infiniment  petit  2 
tel  que  p(/-)'+S  satisfasse  à  la  condition  (II)  des  fonctions- 
types  asymptoliques  adjointes  à  v(/'),  tandis  que  (C)  fait  que  la 
condition  (III)  soit  également  vérifiée. 

6.  Théorème  B.  —  Nous  voulons  calculer  le  minimum  du 
module  du  produit  canonique  sur  un  cercle  convenablement 
choisi,  à  savoir  suffisamment  distant  de  tous  les  zéi'os  a^  du  pro- 
duit. 

Soit  r  le  rayon  du  cercle;  conformément  à  nos  notations  anté- 
rieures, convenons  que  r  soit  situé  entre  les  modules  r„,-^  et  r„i. 
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et  désignons  par  r^_^  le  module  du  plus  grand  zéro  à  l'intérieur 
du  cercle  /(  i  + 


P  { ''  )i 
Je    démontrerai     le     tliéorème    1^   par    un    procédé     imité     de 

M.  Borel('). 

Posons  comme  ci-dessus 

N  -1 
n  =  I 

Le  degré  le  plus  élevé  des  exponentielles  rentrant  dans  P>(^) 
estyD-y_,.  Or  désignons  par  q  un  nombre  entier 

dont  nous  nous  réservons  pour  plus  tard  la  détermination  défini- 
tive, et  choisissons  une  racine  ^"'"'«  primitive  de  l'unité,  que  nous 
appellerons  to.  l^osons 

zi  =  Z, 
et  formons  le  produit 

(     Q(Z;  =  n(>o)n(-i;...n(3,/_,) 

(  =*(Z)^F(Z). 

Pour  évaluer  ^''(Z),  nous  appliquons  à  chaque  fonction  R;,^  l'iné- 
galité (ii'B)  obtenue  au  n°  4;  nous  trouvons  donc 

(i3)  |vi'(Z)|>e-'/ -•"■■'"'.    , 

Le  calcul  de  <Ï>(Z)  est  très  simple.  En  effet,  ^{z)  ne  contient 
plus  de  fadeurs  exponentiels,  parce  que  les  exposants,  qui  sont  de 
degré  q  —  1  au  plus  en  c,  ne  peuvent  être  des  fonctions  de  Z  qu'en 
se  réduisant  à  zéro.  Donc,  si  nous  posons  encore  a^  =  A„,  <P(Z)  a 
la  forme 


N-I 


*(Z)  =  f[(i-    ^ 


(i4)        ' 


'  n  ^  1  nr=tn 


(  '  )   Fonctions  entières,  p-  79- 
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Supposons  maintenant  que  nous  ayons  pu  choisir  /•  de  façon  que 
(i5)  '•'/-'■'/„-,='.  'l-r'ilx. 

A  l'endroit  où  nous  sommes,  ceci  n'est  évidemment  qu'une  hypo- 
thèse quil  faut  justifier  après.  Il  \ient  alors 

A«  -  Z  !       n  r'i  -  ri  ^    ;  r'i  -  /•'/„_ ,,'"-'  i 


*.(Z)i  =  11 1-^-7-1  =11  -Tv-  -  i T^i—j 


fi/i,m  —  l! 


et,  comme  /fi  —  i  •<  /•^„'l";  '<  f?'''\ 

(16)  I*,(Z)|>e-7'-''^'''<'g'-. 

On  obtient  d  une  façon  analogue 

N-l 

nr'l,  —  rf  I  —iny—lWogr         ,      -t//<'^''<-Olosr      . 


t=:  //; 


N— 1 


et,  comme 


/■>-.  <  /-(i  +  r^J  <  /"'"T^.  donc  p(/-.,._,)  <  o(/•)'+^ 

(17)  \<PoAZ)\>e-i'-''''^\ 

Les  inégalités  (  i3),  (  16),  (  17  I  réunies  nous  donnent 

|0(Z)|>6'-'/'- 

ô|  étant  un  infiniment  petit. 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  retournera  la  fonction  n(:;).  Or,  comme 
chaque  fonction  n(j„),  . . . ,  n(;;y_,)  est,  sur  le  cercle  entier  /•,  plus 
petite  que  e'"'         ,  on  trouve 

(18')    |. ■(.)!  =  ilK  .0)1  > ,";"I^^^^JI ^>,-(.,-n.^->-\ 

'       '  ma\  I  n(.i).  .  .  n(  .,/    1)  I 

Dans  cette  formule,  le  nombre  entier  cj  est  arbitraire,  sauf  la 
restriction  d'être  >/Dx_i.  Or  posons 

(18")  ,y  =  [rPt'->], 

le  signe  [  ]  désignant  le  plus  grand  entier;  il  vient  certainement 
q'^Pfi_i  et,  en  substituant  dans  (18'), 

(r8)  |IJ(z)l>e-'-f^^)'"*, 
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ce  qui  jjroiae  le  tliéorèine  B,  pourvu  qu'on  puisse  vraimenl  trou- 
ver des  nombres  r  qui  vérifient  les  deux  inégalités  (  i5). 

Pour  nous  fixer  sur  ce  dernier  point,  envisageons  l'ensemble 
des  valeurs /•  qui  enfreignent  une  des  conditions  (i5);  prenons 
d'abord  la  preuiière.  Le  noinlire  q  croit  avec  m  ;  pour  marquer 
cette  dépendance,  écri\ons  q,„  au  lieu  do  q. 

Ev;duons  l'inlei-valle  l'oint  pour  Iccpicl 

,iV)  r'ln.-r'l;;'_^<x. 

On  connaît  rint'galité  élémentaire 

rlm  —  /•'/"«      >  q     (  r  --  ,■„,    i  !/•'''""', 

donc  on  tire  de  (  i  à') 


qm!-''"'".^ 


L  étendue  totale  des  intervalles  où,  au  lieu  de  (i5),  subsiste  ('5') 
est  donc 

Mais  cette  somme  est  convergente,  et  même  très  rapidement 
convergente;  les  intervalles  considérés  n'ont  donc  qu'une  lon- 
gueur totale  finie. 

Il  est  même  facile  de  voir  que  cette  longneur  est  excessivement 
petite.  Car  prenons  les  intervalles  à  droite  d'un  point  /•,  et  que  i\\ 
y  soit  le  premier  zéro.  Alors  nous  pouvons  évaluer  la  son)me 
>  :  d  une  façon  plus  précise  en  écrivant 

Or,  d'après  (  1 8"  )  et  (3),    la  série    7  ,  est  con\ergenle.    La 

jmmd  q  1,1- 

longueur  totale  des  intervalles  à  droite  de  /•  est  donc  de  l'ordre  de 
grandeur  de 

/•-'/«-.  <  e-'-^  ". 

La  même  déinouslration  s  applique  \\\\\  inlcrvaHes 
M  5"  ;  /•;/;"  —  r'hn  <  I . 

Donc  nous  avons  établi  I  existence  des  rayons  /•  considérés. 
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Un  produit  canonique  vérifie  V inégalité 

(i8)  |ll(;:)|>e-^^'"'*' 

sur  tous  les  cercles  suffisamment  (grands,  à  l'exception  de 
cercles  très  voisins  des  zéros  et  dont  les  rayons  ne  remplissent 
sur  l'axe  des  r  que  des  intervalles  d'étendue  totale  finie. 

Je  conclus  en  (lonn;int  au  même  théorème  une  forme  très  sus- 
gestive  proposée  par  M.  liorel  : 

Sur  tous  les  cercles,  sauf  les  cercles  exceptionnels,  i inverse 
du  minimum  d' un  produit  canonique  est  du  même  ordre  de 
L^randeur  que  son  maximum. 

Remarque.  —  iNotre  tfiéorème  est  susceptible  d'une  extension. 

Soit  A(/)  une  fonction-ljpe  plus  i;ran<le  que  o(/).  Dans  tous  les 
intervalles  (  i5)  on  aura  a  fortiori  la  relation 

(19)  in(/-)|  >e-'-'('>'^*, 

mais  ce  ne  sont  point  tous  les  intervalles  où  elle  subsiste.  Eva- 
luons plus  exactement  les  intervalles  exceptionnels.  Dans  notre 
cas,  on  peut,  (]ans  l'inégalité  (iB'),  substituer 

(18'")  y  =[,•/." ']. 

et  l'on  obtiendra  (19).  Cette  formule  n'admet  donc  que  des  inter- 
valles exceptionnels  dont  la  longueur  totale  à  droite  de  /•  est 

Ce  résultat  peut  s'énoncer  sous  une  forme  très  simple  (')  : 

I^a  longueur  totale,  à  droite  d'u/i  point  /•,  des  intervalles 
exceptionnels  oit  le  produit  canoni(/ue  s'abaisse  au-dessous 
d'un  certain  minimum  {ly)  est  de  l'ordre  de  grandeur  même 
de  ce  minimum. 

(')  Cet  énoncé  s'applique  aussi  aux  fonctions  d'ordre  fini  pourvu  que  k{r) 
croisse  à  l'infini.  Le  résultat  analogue  pour  le  cas  de  k  fini  se  trouve  dans  une  Note 
de  M.  Rémoundos  Sur  les  fonctions  entières  de  genre  fini  {Bull.  Soc.  Math,  de 
France,  t.  WXII,  h)o'(,  p.  3i4).  On  peut,  du  reste,  coiiipiélcr  noire  théorème  en 
montrant  <|ue,  dans  le  plan  des  ::,  il  n'y  a  exception  à  une  inégalité  telle  que  (19). 
que  dans  de  petits  domaines  au  voisinage  immédiat  des  zéros,  domaines  entière- 
ment contenus  dans  des  cercles  dont  les  rayons  sont  de  l'ordre  de  grandeur  du 
minimum. 


CHAPITRE   V. 

EXEMPLKS  ET  COMPLÉMENTS  CRITIQUES. 


Après  avoir  exposé,  dans  les  deux  Chapitres  précédents,  d'une 
façon  synthétique,  cette  théorie  des  produits  canoniques  qui  est 
fondée  sur  la  notion  des  fonctions-types,  j'en  ferai  maintenant  la 
critique.  Nous  l'examinerons  au  point  de  vue  de  la  précision  qu'elle 
comporte  et,  à  l'aide  d'exemples,  arriverons  au  résultat  important 
qu'on  ne  |)eut  pas  espérer  de  l'améliorer  sensiblement  par  des 
changements  de  détail,  c'est-à-dire  sans  toucher  aux  grandes  lignes 
mêmes  de  notre  théorie.  Comme  la  construction  de  ces  exemples 
ne  va  pas  sans  quelques  calculs,  j'ai  donné  dans  le  n"  1  l'exposition 
complète  du  problème  et  du  résultat  que  je  viens  d'indiquer  som- 
mairement, et  j'ai  réservé  les  n'"*  2  et  3  à  la  seule  construction  des 
exemples.  On  pourra  donc  sans  inconvénient  sauter  ces  numéros 
à  une  lecture  rapide. 

Enfin,  dans  le  dernier  numéro,  je  compare  notre  théorie  des 
produits  canoniques  à  celle,  fort  remarqualjle,  que  M.  Denjoy  a 
récemment  esquissée. 

1.  Sur  le  caractère  réciproque  des  deux  théorèmes  princi- 
paux. — •  Nous  désignerons  dorénavant  par  théorème  I  et  théo- 
rème II  les  deux  principaux  théorèmes  sur  les  produits  canoniques 
déduits  dans  les  deux  Chapitres  précédents;  je  les  reproduis  ici 
sous  forme  abrégée  : 

Tliéorème  l  : 

Théorème  II  : 

Vf"  /•  I  <  p(  /-;'-+-2. 

Ces  deux  propo5ition>  sont,  eu  apparence,  exactement  inverses  ; 
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mais,  en  fait,  il  y  a  une  dillérence  essentielle.  En  eil'et,  le  lliéo- 
rènie  I  reste  vrai  même  si  je  n'astreins  pas  |J.(/')  aux  conditions 
rigoureuses  de  la  croissance  ty|)ique,  mais  que  je  les  remplace  par 
une  des  conditions  plus  relâchées 


(I)      [^(/'')=[^('•)'^^      '^ ^  "^  I  '  ^  ÎM^'T^ J        '"' 


ii{r)^ 


(')• 


Par  contre,  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théo- 
rème II  exige  absolument  cpie  o(/")  soit  une  foiiction-lApe. 

Or  ceci  est  très  important.  En  eil'et,  si  nous  nous  bornons  pour  le 
moment  aux  fonctions  v(/)  croissantes,  une  fonction  u.(/)  soumise 

seulement  à  m    /•  H <;  u.(/)'"^^  peut  être    censée    coïncider 

avec  v(/)  partout,  sauf  dans  des  intervalles  détendue  totale  néi;li- 
geable  (voir  Chap.  M,  n"  !2,  p.  i-).  On  a  donc  ])iirloiit.  saut 
dans  ces  intervalles, 


La  relation  inverse 


^«<v(/-„)i+5. 


v(/-)<a(r)'+û.     (-2^ 


qu'on  déduirait  du  théorème  II  est  loin  d'être  vraie  dans  une 
mesure  aussi  large,  car  les  conditions  plus  restrictives  imposées 
à  ç>[r)  peuvent  obliger  cette  fonction  à  s'éloigner  decr(/-)  sur  une 
|)artie  considérable  de  son  parcoui-s.  On  peut  s'exprimer  ainsi. 
Les  petites  valeurs  de  la  fonction  v(/')  (supposée  croissante), 
c'est-à-dire  les  bas  de  l'ordre  brut,  sont  presque  |)artout  accom- 
pagnées de  petites  valeurs  de  7,^,  c'est-à-dire  de  lacunes  étendues 
dans  la  distribution  des  zéros.  l\'ir  contre,  d'une  distribution 
lacunaire  des  zéros  on  ne  peut  pas,  en  général,  conclure  à  un 
abaissement  correspondant  de  l'ordre  brut. 

Ces  faits  paradoxaux  |)ourraienl  faire  soupçonner  (jue  le  désac- 

(')  On  peut  encore  génûr;iliser  davantage,  mais  ces  deux  exemples  nous  suffi- 
ront. 
(-)   iV'ous  désignons  par  z(r)  lu  fonction  discontinue 

a(  /•)  =  ff„,  r^^  =  ''  <  '"„+, 

{voir  Chap.  II,  n"  5,  Hem;)iv|iie  III). 
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cord  entre  les  deux  théorèmes  n'est  pas  dans  la  nature  des  choses, 
mais  seulement  a[)|)arent  el  dû  à  la  défectuosité  de  nos  méthodes 
de  démonstration. 

11  n'en  est  rien  cependant,  comme  nous  allons  montrer  tout  à 
l'heure.  Pour  la  discussion,  quelques  considérations  préalables 
nous  seront  utiles. 

Si  n„  vérifie  une  inégalité  de  la  forme 

a„  >  r*         ou         C7„  >  e''n         i'J.  =  nombre  fixe), 

la  même  inégalité  est  valable  pour  o(/)  \)onr  toute  valeur  de  r,  car 
il  \ient  pour  /■„„i  <  /'  <  /'« 

1  1  /  X  1  '02:  (     I    —      -     ) 

ioçi /?  —  1)        \o2,{n  —  i)         los«  '   \  ni 

loo;/-„_i  log  /■/,  log/-„  li>g/-« 

Or,  nous  avons  vu  (Chap.  Il,  n"  6)  que  dans  les  deux  cas 
mentionnés  de  croissance  rapide  la  condition  de  la  croissance 
typique  se  simplifie  et  se  réduit  à  une  des  formes  (  i  ).  Réunissant 
ces  résultats  à  la  remarque  précédente,  nous  obtenons  le  corol- 
laire important  suivant  : 

Si  la  distribution  des  zéros  c/.„  est  suffisamment  dense  pour 
que  [on  ait  constamment 

(a)  T„  >  r*.  y.  étant  une  constante, 

l'exposant  p(/")  ne  devra  être  assujetti  qu'à  la  condition 

(la)  p(r';  I  p(r)i-^£,        /■' = /M  i -t- 

si  l'on  a  même 

(  b  )  a„  >  C-l, 

nous  n'avons  à  exiger  que  C inégalité 

(\b)  p(/-')^  ?(/•)'-+--,  '"'^''^Te* 

Dans  ces  deux  cas,  la  précision  du  théorème  11  se  rapproche 
donc  de  celle  du  théorème  I.  Ce  sont  du  reste  de  loin  les  cas  les 
plus  fréquents  et  les  plus  imjjortants. 

Revenons  à  la   question  générale  sur   le   caractère   réciproque 
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des  théorèmes  1  et  11.  Pour  nous  exprimer  brièvement,  appelons 
fonction-type  généralisée  une  fonction  qui,  au  lieu  de  la  condi- 
tion de  la  croissance  typique,  remplit  une  des  inégalités  (i). 

En  dégageant  de  tout  ce  qu'elle  a  d'accidentel  notre  définition 
du  produit  canonique  (Cliap.  IV,  n"  3),  je  peux  poser  la  question 
en  ces  termes  précis  : 

Étant  donnée  une  fonction'ô{r)^  exposant  généralisé  de  la 
suite  (oLfi),  peut-on  toujours  indiquer  un  produit  de  la  forme 

tel  que  pour   toutes  les  valeurs  suffisamment  grandes  de  r 

|-(^)|<e'-'^'      , 

8  désignant  un  infiniment  petit? 

Si  cette  question  comportait  une  réponse  affirmative,  nos 
méthodes  et  résultats  seraient  défectueux.  Mais,  c'est  le  contraire 
(|ui  a  lieu;  la  question  doit  être  résolue  par  la  négative.  Il  j  a 
donc  entre  les  deux  théorèmes  I  et  II  une  différence  réelle  et 
essentielle  qui  mérite  d'autant  plus  d'être  signalée  qu'elle  a  échappé 
(et  ne  pouvait  qu'échapper)  aux  auteurs  qui  ne  s'occupaient  que 
du  cas  de  l'ordre  fini. 

2.  Exemple.  —  Nous  allons  prouver  notre  assertion  par  un 
exemple. 

Je  définirai  en  ellet  une  suite  de  nombres  a„  et  un  exposant 
généralisé  adjoint  p(/")  satisfaisant  à  l'inégalité 

(la)  p(/-')<p(/-)'+S  '''='\''^k 

et  je  montrerai  que  pour  tout  produit  correspondant  de  la  forme  (2) 
il  existe  un  nombre  positif  fixe  a  tel  que 

(3)  \-{z)\>er'''^'*^ 

pour  une  infinité  de  valeurs  Z'>^(  lim  |  «,<  |  =  ooV 

Pour  la  constiiirtion  de  l'exposant  généralisé  je  m'appuie  sur 
un  leinme. 
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Soit  donnée,  dans  le  plan  des  (r,  a),  une  suite  de  points  (/-j,,  o-^) 
à  ordonnées  croissantes  et  satisfaisant  à  l'iné<^alité 

(4)  ''n-=2/-N-i, 

et  soit  £  un  infiniment  petit  soumis  aux  conditions  (  '  )  que 

(E)  zr  soit  une  fonction  non  décroissante 

(G)  £(î'  >  lof^cr. 

Sous  ces  hypothèses,  quels  que  soient  les  nombres  aj,,  nous 
pouvons  construire  une  courbe  }{'')  qui  satisfait  à  la  condition 
(i  a)  et   qui  passe  par  tous   les  points  (/•>;,  o-.^). 

Car  considérons  la  courbe  9.n(/")   passant  par   (/-pj,  t^^)  et  définie 

par  l'équation 

Il          II         ,       /\ 
—:^  =  losr  — > 

e  cp^        £,  cj^N  r 

£,,  étant  la  valeur  de  l'infiniment  petit  au  point  r^,  e  celle  au 
point  /•.  Désignons  par  J'y  l'abscisse  de  son  intersection  avec  la 
droite  a- =  t-v^i-  On  trouve 


/•:,              1           I                 II 
log  —    =  — z-    — ^ 

[I^.  =  e(/-^)], 

ce  qui  prouve  que 

'      ' 

(4')                     '•n>^N«     ''    ^^'-'   >    'N^      '""'- 

^  ^  '  y    ,  '  s  '^  '  N— 1 
4    "         2 

d'après  (G)  et  (4). 

Définissons  donc  une  courbe  p(/-)  de  la  façon  suivante  : 

^p(>)  =  cr^_,  pour  ry_iirlry 

Klle  passe  par  tous  les  points  (/•N,a■^);  je  dis  en  outre  qu'elle  est 
bien  une  fonction-type  généralisée;  car 


p(r')<p(r)i+s        ,.'=,•(,+ 
En  effet,   soit  /•  une  abscisse  quelconque  entre  ry_i  et  r^.  Il  est 

(')   Ces  liypolhôses  sontanx  notHlions  pn'S  celles  rlii  Cliap.  II,  désignées  par  les 
riiérries  lettres  {Eb)  et  (G). 
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aisé  (le  \(»ir(|iic  I  expit-ssion 

II  II 


A(/-')  = 


fst  néyalivc  on  niillt;  poiif  /'^  /",  d Où  l'on  (It'MJiiil,   pour 

'■■  =  '■(- p). 

p(/-')  <e4;(/-)<p  (/•)'--. 

I  r^^//'  |)()iir  les  calnils  rjiap.   II.  n"  i,  p.  3o,  formules  (  k»  i  iH  (  i '^'V] 

Pour  notre  distrihulioii  des  points  (/s,-,  a-;yj  //  existe  donc  une 
fonction -type  généralisée  p(/')  qui,    pour  des  points 

.,>   ^— , 

a    /rt   va/eur  Tyi_^.  aur  po-nts  r^  la  valeur  '7^. 

Pour  bien  laire  coinprendre  l'exenijile  (jui  suivra,  je  renvoie 
encore  aux  remarques  faites  dans  le  numéro  précédent  :  il  s'ensuit 
que  les  zéros  a.,t  doivent  être  choisis  de  telle  manière  qu'on  a, 
pour  une  infinité  de  valeurs  //,  o-„  << /^^  quelque  petit  que 
soit  a.  Car,  autrement,  la  condition  (  i  c/ )  serait  équivalente  à  la 
croissance  typique  de  ô(/).  Dans  l'exemple  f|ue  je  donnerai  dans 
ce  numéro  l'inégalité  c-  <;  r'^  subsistera  même  pour  tous  les  zércjs. 

II  est  aisé  ensuite  de  passer  à  des  exemples  plus  généraux  (n"  W). 
Pour  entrer  en  matière,  nous  prendrons  des  arrangements  con- 
venables  sur  les  arguments    des   zéros.   Tls   seront  tous  réels  et 
positifs,  de  sorte  que  cliaque  cercle  ne  porte  qu'un  seul  zéro. 

Mais  ces  zéros  seront  multiples  d'une  multiplicité  aussi  élevée 
que  nous  voudrons;  ce  sera  l'élément  essentiel  de  notre  con- 
struction. Désignons  |)ar  v,,  la  multiplicité  du  N" '"''' zéro  ('). 

11  convient  alors  d'écrire  le  produit  ~{z)  dans  la  forme  nou- 
velle 

Voici  nutinlenant  tios  dispositions  dé/i/titiics  sur  les  zéros  a,^. 

(')  Je  clioisis  la  notation  N  pour  l'indice  afin  d'éviter  des  confusions  avec  l'in- 
dice n,  qui  désigne  le  Piing  d'un  zéro  en  tenant  coni/jle  des  niultiplirilés,  lanlis 
que  l'indice  N,  au  contraire,  en  fait  aljstraction. 
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Nous  teions  une  hypothèse  sur  leurs  modules,  puissurtoul  une  sur 
leurs  multiplicités. 

lV)sons,  poui-  ahréger, 


-T-    Vv=    '«> 


m^  est  le  nombre  total  des  zéros  dont  le  module  ne  dépasse  pas  z-^, 
chacun  compté  avec  sa  multiplicité. 

Supposons  les  quantités  r^  et  m,  choisies  arbitrairement,  puis 
définissons  les  fy  el  niy  par  des  récursions.  Foruions 


log  /»^_, 

7v   _,   = 


et  soumettons  /s,  à  l'inégalité 

(5)  logr;y>  a^_i. 

Pour  le  nombre  v.^  nous  exigeons  l'inégalité  double 

(  6  )  e"""  '">'' --  v;^,  <  e2  (loK ry)\ 

Pour  nous  rendre  compte  des  etlets  de  ces  arrangements,  for- 
mons 7^^.  Remarquons  d'abord  que  v-^  est  très  grand  par  rapport 
à  ni^   ^.  En  effet,  d'après  (6)  et  (5),  nous  trouvons 


'og\\  >  (  'Og  Tn  )*  >  S'-l  =  'Og  "i.N-l 


'\   I 


l'^g'N-1 

Oi'.    jiar  (()), 

(6,)  7>_,  =  -j >  "i >(logr,,._,)'. 

lo- '■>•_,         logrN_i 

Substituant    cette   \aleur   de   "Jy^i   dans   Tinégalilé    précédente,    il 
\  ient 

\o'^yfi  >  logw>,_i(lug/-j;_j)8. 

On  a  donc  certainement 

logm^.  =  log(  v^.  +  m.v._i)<  ilogv^-,         j^-  <  2  j-^-^  • 

Dès  lors,  les  relations  (6)  nous  fournissent  le  résultat 

(7)  (logr;,.)^'<^K<4(log/-.NP, 
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el  en  particulier,  par  (5)  et  (6'), 

(8)  <^.v>^,^-P 

(8')  logr:,>(logr^._,)-'- 

Ces  préliminaires  posés,  considérons  un  produit  quelconque 
absolument  convergent  t^{z)  de  la  forme  (2a)  correspondant  à 
notre  distribution  des  zéros.  Comme,  par  suite  de  (8)  et  (8'), 
les  T^  forment  une  suite  croissante,  et  que  /"v  ^  2  /•■y_, ,  nous  pouvons 
construire  un  exposant  généralisé  ô(/")  de  notre  distribuliou  d'après 
la  règle  (4")  du  lemme  démontré  ci-dessus,  .le  dis  c\n' aucun  pro- 
duit t:(c)  (/ont  les  degrés  p^  forment  une  suite  croissante  n'a 
son  ordre  brut  constamment  inférieur  à  p(/-)'+^. 

Faisons  d'abord  une  remarque  sur  les  degrés /?;y.  11  est  aisé  de 
leur  assigner  une  limite  inférieure.  En  elVet,  si  le  produit  tz{^) 

est  absolument  convergent,  la  série    x- ~7r~T  <'<*nverge  de  même. 

Les  termes  de  cette  série  sont  donc  certainement  inférieurs  à 
Tunité  à  partir  d'un  indice  Nq,  ce  qui  donne,  pour  N>»iNo,  en 
substituant  pour  v,,  sa  limite  inférieure  tirée  de  (6), 

e* '08 ''nI' ./-jj- '/'>■+'' <  I,         />« -H  I  >(log/->i)3. 

Appliquant  la  seconde  inégalité  (7),  on  trouve  donc 

(9)  /',N>-r- 


D'autre  part,  il  est  évident  que  la  convergence  du  produit  n'im- 
pose aux  py  aucune  limite  supérieure.  Cependant  pour  commencer 
par  un  cas  simple,  je  traiterai  d'abord  les  produits  pour  lesquels 

(9')  Ps~^  '  < '^N^'^  (''i  i»'i"'i>ifiil  petit). 

Dans  ce  cas,  nous  allons  faire  voir  (]ue  sur  chaque  cercle  Ty 
\voir  formule  (4)]  t^l  y  ^  '^C-^  points  pour  lesquels 

!  7r(z)|  >  e^"'-'  =  e^J''^^''. 

Nous  nous  appuyons  sur  un  théorème  dont  on  trouvera  la  démons- 
tration dans  la  Note  11  à  la  fin  de  ce  ^'^olume  [formule  (p)|. 

Si,  pour  tous  les  indices  /?, 
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A  étant  un  nombre  fixe  suffisamment  grand,  il  y  a,  sur  chaque 
cercle  |  -  |  =  /•,  des  points  pour  lesquels  le  produit 

-(2  )  =  j   I     E^„  i  —  j  (  a„  =  r„     réels   positifs) 

1 

satisfait  à  r inégalité 

\-!^{z)\>  e  ,  ■(„  = 


Pn   r  ^  r„ 
a  étant  positif  et  fixe. 

Or  nos  produits  t<.[z)  rentrent  dans  la   catégorie  des  tz( z).    En 

ellet,  il  vient,  par  (9),  (8)  et  (()'), 

3 

(9)  Pn>  ^>  ^^>  - — ; >A/?,-,.i. 

4  4  -t 

Par  suite,  appliquant  le  théorème  au  cercle  1  2  |  =  /■•,;,  nous  trou- 
vons 


\T.(z)\>e  ''"'        >e  '^^         >e 

Or  les  conditions  (6)  et  les  relations  (4')'  il)  ^^  id')  fournissent 
immédiatement  une  limite  inférieure  de  l'exposant  : 


'nTnI  7^ 


N/  Ps  ry-\-ry 


a      I 
>  -  - 

2   a 


N  \  ■  .-N  / 

,\[4(l<'?'\-l^]'^'' 


,.logr;[log/'x-lo|,'2.i'+1(l,.K;-.„.)3r,];^  /-(logr^)! 


8(logr,j)*    '^ 
pour  Y,  <;  -•    Or,  comme  r^^  satisfait  à  l'inégalité  (5),  et  que 

4 

on  abaisse  la  limite  inférieure  en  écrivant 
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ce  (|iii  (lonnr  finalenient 

max  I  -(7^)1  >  e'N^''"^' 
OU  bien 
(3')  v(7^-)>Ô(^.n)'.  c.   q.    F.    1). 

Ecartons  mainlenanl  la  condition  supplémentaire  (()'),  c'est- 
à-dire  passons  aux  produits  généraux  '^{:-)  où  ies/j«  ne  sont  plus 
soumis  qu'à  la  seule  restriction  de  former  une  suite  croissante. 
Nous  verrons  que  cette  extension  ne  fait  pas  changer  le  caractère 
négatif  de  notre  résultat,  car,  en  augmentant  les  p^^  pour  remédier 
aux  difficultés  que  présentent  les  |)oints  /•>;,  on  se  crée  des  incon- 
vénients analogues  en  d'autres  points. 

Les  points  r^  nouveaux  que  nous  aurons  à  considérer  à  côté  des  r 
seront  les  points 

(10)  ^N='-.v 

Notons  que  (8')  entraine  évidemment 

(8")  r^^x>rh 

donc 

La  fonction  o(/')  construite  d'après  la  règle  (4")  du  lemme  aura 
donc  au  point  r^  la  valeur 

(10')  p(ry)    =    Cy. 

Nous  démontrerons  que,  quel  que  soit  le  degré /?n,  il  vient  à  l'un 
ou  à  Vautre  des  deux  points  ?>(,  Jj^ 

(3")  v(;-)  >  ô(/-)'-t-*         (a  =  nombre  fixe). 

Pour  la  démonstration  nous  nous  servons  d'un  théorème  ana- 
logue à  celui  employé  ci-dessus  [t»o//'  encore  pour  la  démonstration 
Note  II,  formule  (p,  )]. 

SI  les  nombres  p„  forment  une  suite  croissante,  et  que  la 
condition 

(a)  Pn-^\  >  l'^Ph 


EXEMPLES    ET   COMPLÉMENTS    CKITIQIKS.  77 

soit  vcnjiée  à  partir  d'un  indice  n  =  m,  il  v  <i  sm  c/icKjue  cercle 
des  points  pour  lesquels  le  produit 


i 

satisfait  à  l'inégalité 


(a,i=  r,i  réels  positifs) 


(y)  \-{z)\>e 

c  étatU  positif  et  fixe. 


c 

Pu 


Soit77(^)  un  produit  (2«)  absoluinenl  coa\crj^eal  a|)partenant 
à  la  distribution  {'J-n)-  Nous  le  décomposerons  de  la  manière  sui- 
vante. Désignons  par  n'  tous  les  indices  antérieurs  à  N,  lindice  N 
lui-même  et  ceux  postérieurs  pour  lesquels 


(wct) 

Nous  poserons 
(  lia) 


Pu'â'i'y,!' 


-a(2) 


■■mÀi)r 


Désignons  d'autre  part  par /«"  tous  ceux  des  indices  >•  N   pour 
lesquels 

(lié)  /^«">3t„', 


et  foimons 


TZbi  Z)  = 


m 


l-n'' 


Si  ce  |)r()duit  se  réduit  à  l'unité  ou  ne  contient  qu  un  nombre 
lini  de  facteurs,  nous  retomljoiis  dans  le  cas  déjà  traité;  nous  le 
supposerons  donc  infini. 

(Jr  nous  avons,  à  cause  de  la  convergence  absolue  de  ~(c), 


(\i) 


77(3)  =  -a{^)-u{z), 
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et  par  suite 

max  I  -(  3)  I  >  max|  -a(-)  |  •  "li"  1  ~b^  -  )  |. 

Pour  trouver  une  limite   intérieure   de   |7:^(^)|,   nous   écrivons 
tout  d'abord  (  ') 

min  I  T.b{z)  I  >  e    ""  "  >  e 

Prenons  donc  la  série 

n~îi+l  «  =  N-t-l 

Le  quotient  de  deux  termes  consécutifs  du  second  membre  est 

\'  "-^i  I  _  ,.s('7„+,-flr„)        "        . 

Substituant  ,  de  (8"),  /Vi+i^/'f,,  il  vient 

=         lia,,,   ,— iTn  ' 
// 

quantité  excessivement  petite  pour  /•  <; /'.\-,_i-    La  série  peut  donc 
approximativement  être  rem|)lacée  |)ar  son  premier  terme,  qui  est 

■>-t-i  / 


Or,    posons  r  ^=  r\  <^  r\^^.  \lors  le  terme  a  sa  valeur  inférieure 
à  I,  et,  par  conséquent, 

(i36)  min  |  ti/;(3)  |  >  -• 

Pour  évaluer  7:„(r)  supposons  en  premier  lieu 


(  '  )   Le   procédé   est  le  même  (jue  celui  employé  au  Cliapitre   1\'  (  évaluatioti  du 
reste),  mais  il  se  simplifie  beaucoup,  à  cause  de  nus  hypothèses  spéciales. 
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Mors  les/)„  satisfont  à  la  condition  (  a )  à  partir  de  la  valeur  m  =  N 
[  par  (  I  i  a)  et  les  calculs  (9")],  et  l'inégalité  (y)  est  applicable  au 
produit  -„(z)  et  au  cercle  7y,  en  y  faisant  m  =  N,  ce  qui  donne, 
pour  I  :;  I  =  r^, 

I  i3«  )  ma\  I  -„(  c)    >  e  ^  ^' 

Don(;.  à  cause  de  (12)  et  de  (i 3  ^), 

inax  I  -(3)  I  >  -  e  ^   "  / 

Cette  formule  étant  absolument  analogue  à  celle  de  la  page  7 5, 
nous  arrivons  à  la  conclusion  : 

Supposons  donc  au  contraire 

y.  étant  un  nombre  supérieur  à  j.  Considérons  alors  /•  =  /-j,-  =  /\^. 
L'inégalité  (y)  s'applique  à  T.a{z),  en  y  prenant  pour  m  le  premier 
entier  n'  supérieur  à  N,  et  r  =  r^.  Nous  en  tirons  encore,  pour 
/•  =  7^, 

max  I  r(  j;    >  -  .  e      '    ^   "  /      , 

et  des  calculs  évidents  donnent 

\'!z{z)\>e''  >«'">      , 

donc 

On  voit  donc  bien  qu'aucune  valeur  de  />>,  ne  conduit  à  la  rela- 
tion clierchée 

v(/-)<p(/-)'-^^ 

Ce  résultat  subsiste,  même  si  on  lèie  la  dernière  restriction 
imposée  aux  p-^,  celle  de  former  une  suite  croissante.  Pour 
s'en   convaincre,    on   n'a  qu'à  raisonner  sur  les  indices  N'  pour 
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lesquels  yPv  est  un  maximum  (Je  la  suite  (/?>),  et  les  points  Ty  cor- 
respondants. Je  n'insiste  pas  sur  les  détails. 

De  même  nous  pouvons  nous  aiiranchir  de  la  convention  que 

les  facteurs  E(  — )    correspondant  à  un  même  zéro  y.y  soient  tous 

du  même  degré  yo^.  Les  changements  à  faire  dans  les  é\aluations 
précédentes  portent  surtout  sur  les  lemmes  tirés  de  la  Note  TI  et 
sur  la  définition  des  produits  T.f,(z)  et  t.i,(z).  Comme  ils  nous 
entraîneraient  trop  loin,  je  me  contente  de  ces  indications. 

//  n'existe  donc  aucun  pioduit  absolument  convergent  de 
facteurs  primaires   ayant   les   y.„  pour    zéros  et   tel  </ue,  pour 

toute  valeur  de  /•, 

v(/-)<p(/-,'-^ô. 

''\.  Extension  aux  produits  généraux.  —  Les  distributions 
que  nous  avons  traitées  dans  le  numéro  précédent  ont  un  exposant 
peu  élevé.  C'est  en  ellet  la  fonction  p(/-)  =  4  (log /■)"'  [^voir  la 
seconde  inégalité  (7)]-  Mais  il  est  aisé  de  généraliser  notre  exemple 
de  sorte  à  obtenir  une  distribution  dont  la  lonclion  t(/)  soit  à 
croissance  générale  (moyenne)  aussi  rapide  que  l'on  \eut.  il  en 
est  donc  de  même,  d'après  le  théorème  1,  de  l'ordre  du  j)roduit— (:;). 
Or  ceci  est  ti'ès  important,  car  il  prouve  qu'on  n'échappe  pas 
aux  difficultés  signalées  dans  ces  exemples,  même  si  l'on  veut, 
comme  l'avait  fait  AL  Borel,  se  borner  aux  fonctions  à  croissance 
suffisamment  rapide  ou  très  rapide. 

Pour  construire  des  exemples  de  cette  espèce  remarquons  seu- 
lement que  les  développements  du  numéro  précédent  s'appliquent 
sans  modifications  à  toutes  les  distriltulions  de  zéros  satisfaisant 
aux  conditions  suivantes  : 

1"  Tous  les  zéros  sont  réels  et  positifs,  mais  à  mulliplicité  quel- 
conque. 

2"  a^,■_^,  >  s;  I  formule  (.S)J. 

3"  /•.•s_j.,  >  Vy  I  In  1111  11  le  (8")|. 

4"   Il  existe  une  infinité  d  indices 

N,,     .^2,     ...,     N/,     ... 

pour  lesquels  les  inégalités  (5)  et  ((i),  caractéristiques  de  notre 
exemple  premier,  sont  en  vigueur. 
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Eu  ellet,  sous  ces  conditions  on  peut  construire  un  exposant 
généralisé  p(/')  d'après  la  règle  {^")i  et  démontrer  que,  quels  que 
soient  les  degrés  />^,  une  inégalité  de  la  forme 

v(r)>p(r)'+=' 
a    lieu,    pour  tout  indice   /,  dans   Tun   au  moins  des  deux  points 

D'autre  part  les  o-j,  pouvant  être  choisis  aussi  grands  que  l'on 
veut  pour  tous  les  N  à  l'exception  des  N/,  il  est  évident  que  la 
croissance  générale  de  l'exposant  peut  être  rendue  aussi  rapide 
que  nous  voulons. 

Conclusions.  —  Voici  la  proposition  très  précise  qui  découle 
de  nos  considérations. 

Envisageons  l'ensemble  des  fonctions  satisfaisant  à  une  condi- 
tion de  croissance  analogue  à  celle  de  la  croissance  typique;  les 
conditions  (  I  )  en  sont  les  plus  importanies.  Dans  cet  ensemble 
les  fondions-types  constituent  la  classe  la  plus  générale  telle 
que  toute  fonction  de  la  classe,  exposant  généralisé  d'une 
suite  {y-/i),  soit  un  aussi  ordre  d'un  produit  de  facteurs  pri- 
mai/es ayant  les  y..,  pour  zéros. 

Pour  être  complet,  il  faut  toutefois  remarquer  que  ce  résultat 
n'épuise  peut-être  pas  encore  la  question  du  théorème  II.  Car  on 
peut  se  proposer  de  considérer  l'ensemble  des  fonctions  complètes 
ayant  les  mêmes  zéros,  c'est-à-dire  l'ensemble  des  fonctions 

eH(='n(z), 

n(:;)  étant  un  produit  absolument  convergent  de  facteurs  primaires. 
Lne  au  moins  de  ces  fonctions  a  son  ordre  inférieur  à  o(/')'"'"^; 
c'est  le  théorème  II.  V  en  a-f-il  aussi  dont  l'ordre  est  inférieur 
à  ô(r)'"*"^,  p(/')  étant  un  exposant  généralisé?  Nos  résultais 
laissent  la  question  en  suspens,  quoique  la  probabilité  d'une 
réponse  affirmative  ne  semble  pas  grande  (  '  ). 

i.  Fonctions  à  croissance  non  trans/inie.  —  Nous  retournons 
aux  exposants  fonctions-types. 

(')  Comparez  le  problème  posé  à  la  (iii  du  Cliap.  \'1I. 

B.  6 


Si 
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Pour  une  large  catégorie  Je  suites  (a„)  un  tel  exposant  est  aisé 
à  trouver,  quoique  ce  ne  soit  pas  en  général  le  plus  avantageux  au 
point  de  vue  de  la  précision.  Ces  suites  sont  caractérisées  par  le 
fait  que.  pour  toutes  les  valeurs  stiffisaniinent  grandes  de  l'indice  n. 


(i4)  /•„>>(  log^rt)*, 

k    et    A    étant    des    nombres   positifs    quelconques,    /  un   nombre 

entier  positif. 

Supposons  d'abord  que 

1 
di')  /■„>  X(losîrt)'^-. 

Alors 


et  par  suite 


Or  la  fonction 


log«  <  {  -^ 


^n< 


p(/-)  = 


logr 


est  éxidemnient  une  fonction-type  (  '  )  et  par  suite  un  exposant  de 
la  suite  (x„);  on  obtient  donc 


(iV) 


^\^l-^-i,^■^ 


:d" 


11(2)  I  <  e'-\  '10Kr,'+^/  <  e 


Ce  résultat  est  susceptible   dune  généralisation  immédiate  au 
cas  d'une  distribution  (i4)-  Remarcjuant  que 


e/-i 


'(/■) 


\m 


logr 


est  encore  une  fonclion-tvpe,  on  oblieul  par  la  même  voie 

(i5)  ï\(z)\<e:A(i^?.)et  -2('-A'     ' 


(')   l>ociilioti  abrégée  (juc  j'ai  expliquée  au  Cliap.   III.  n    3. 
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I^e>  |)roiluils  canoniques  correspondant  à  ces  suites  (  a,^  i  scint 
donc  comparables  à  des  exponentielles;  ils  appartiennent  à  la 
classe  de  fonctions  que  M.  Maillet  a  a|)pelées  d(;s  fonctions  à 
croissance  non  Lransjinie. 

f^a  récipro(|ue  de  cette  prfjposition  a  été  démontrée  antérieu- 
reuient  (Chap.  III,  n"  3).  A  part  le  cas  (  1 4')?  la  réciprocité  ne 
laisse  rien  à  dc'-sirer  en  cxartilude.  J^^n  efTet.  prenons  le  cas 

1 

r„>  X(Iog,«)* 

(pi  I  foiii'iut 


n(2)l<«3[(.  +  ^>)(jj''] 


Or  nous  avons  vu  (p.  4^-49)  Tue,  réciproquement,  cette  inéga- 
lité entraîne 

>^       ,  \ 

Les  deux  limites  se  rapprochent  encore  davantage  pour  les 
valeurs  ^  ^  2. 

o.  Les  lésuUats  de  M.  Denjoy.  —  C'est  d'un  point  de  vue  en- 
tièrement différent  de  celui  que  nous  avons  proposé  au  n"  1  et 
discuté  dans  les  deux  numéros  suivants  de  ce  Chapitre,  qu'on  peut 
regarder  comme  insuffisante  la  précision  de  nos  résultats  et  no- 
tamment du  théorème  11.  Il  s'agit  de  X indétermiiialion  introduite 
dans  nos  théorèmes  j)ar  I  infiniment  petit  0. 

En  effet,  nous  disons  en  langage  abrégé  que  p(/)  est  un  ordre 
du  procknl  canonique  parce  (pie 

V(/-)  <  p('/-)'+ô. 

En  d'autres  mots,  nous  ne  tenons  pas  compte  de  la  présence 
dans  l'inégalité  de  l'exposant  1  -h  0.  Ou  bien,  jioui'  le  degré  de 
précision  que  nous  avons  en  vue,  deux  fonctions  qui  ne  dif- 
fèrent que  par  un  exposant  de  la  forme  i  +  0  sont  égales. 

Or,  ce  0  de  n(jtre  formule  est  un  infiniment  petit  difficile  à 
calculer  exactement  (c'est  pourtpioi  nous  l'appelons  indéterminé)., 
et  il  faut  nous  attendre  à  ce  qu'il  décroisse  très  lentement,  de 
sorte  que  l'ordre  brut  du  produit  peut,  en  fait,  être  sensiblement 
plus  grand  cjue  l'exposant. 


ciiAi'iriu-:  v 


On  resserrerait  beaucoup  les  limites  d'indétermination  si  l'on 
pouvait,  par  exemple,  lr()u\er  une  autre  fonction  p*  (/)  servant 
d'exposant  à  la  suite  (a,,)  et  telle  que 

v(r)  <(i  +o)p*(,-). 

C'est  dans  cette  voie  que  se  sont  engagés  les  deux  géomètres 
français  qui  se  sont  récemment  occupés  des  fonctions  d'ordre  in- 
fini, M.  Boutroux  et  M.  Denjoy.  Ils  se  proposent  de  donner  des 
formules  dans  lesquelles  V  indétermination  causée  par  V  infini- 
ment petit  0  soit  réduite  à  un  minimum.  Les  résultats  de 
M.  J3outroux  (')  ne  se  ra|)portaient  qu'aux  fonctions  d'ordre  non 
Iransfini;  ils  sont  dé])assés  par  ceux  de  M.  Denjoy  (-),  généraux 
et  qui  les  renferment  comme  cas  particuliers.  Je  reproduis  les 
énoncés  de  cet  auteur  dans  le  but  de  les  comparer  avec  les  miens  ('•). 
Au  lieu  de  la  fonction  t,,,  M.  Denjoy  ajuste  la  fonction 


loi-n  =  a, 


l^osant 


IO<r/-,,  —  Xr. 


loo/i  =y„. 


il  marque  dans  le  plan  des  (x^y)  les  points  {■fri^y/i)  et  les  interpole 
par  une  fonction  Y(.r)  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

I"  Y (x,i)^y,i  pour  tout  indice  n  ; 

2*'  Y (x,i)  =X/i  pour  une  infinité  d'indices  ; 

3°  La  fonction  Y (x)  a  des  dérivées  des   deux  premiers  ordres, 

et 

Y"(rr)>o, 

de  sorte  que  les  tangentes  de  la  courbe  vont  en  croissant  ; 


4° 


X  ^X  -h 


(i-z)Y"(x)<  Y'{x')  <([-+-£)  Y"(^), 
Ceci  posé,  clioisissons  comme  degrés/;,,  d'un  produit 


v/v" 


(')  Acta  Math.,  t.  \XV1I1,  p.   i()3-i9S. 

(')  Comptes  rendus,  l.  C\LVII,  i3  juillet  1908,  p.  11S-121.  Quand  ceUe  note  a 
(laru,  mon  Livre  étail  déjà  sous  presse. 

(^)  Gomme,  dans  la  noie  citée  des  Comptes  rendus,  M.  Denjoy  n'indique  pas 
la  marche  de  sa  démonstration;  je  donne  les  tliéorèines  tels  qu'il  les  énonce  sans 
les  avoir  vérifiés. 


^ 
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les   plus   grands  entiers   conlenus  dans  Y'(:r„)(').   Alors  il  vient 
I  inégalité  (-) 


log|ir(3)    <ev 


Par  contre  on  peut  construire   des   fonctions  pour  lescpielles,  sur 
une  infinité  de  cercles  |  :;  |  =  /•, 

maxiog,  n*(^)|>eV(2_^)/|oo-l^^iJ:  ^  ), 

y.  étant  une  quantité  positive  quelconque,  mais  fixe. 

Ces  deux  propositions  délinulent  avec  une  merveilleuse  exacti- 
tude l'influence  de  l'infiniment  petit  indéterminé  0. 

Posant 

\  (x)  =  p*{r)  lof;/-, 

nous   arrivons   à    une   forme  du  théorème  voisine  de  notre  forme 
coutumière,  car  alors 

P*  (r)  étant  une  fonction  adjointe  à  t,,. 

Pour  apprécier  d'abord  V avantage  de  ces  formules,  appliquons- 
les  aux  fonctions  d'ordre  non  transfîiii. 

Supposons  en  premier  lieu 

ce  qui  donne 

^'■  =  '°^''<(t)''=  (?)'■■ 

Nous  posons  donc 

il  est  clair  ([ue  cette   fonction   vérifie   les    conditions    i"-4".    I^ar 
suite  j 

'og    n'(::)|<e'v7.    [/,(,-^  5,  )  log/- +  ô  log^,-]  <  e'^*" 'vL'    ^ 
formule  é\idemment  plus  précise  que  (i;V)  du  n"  ï. 


(')    Voir  Denjoy,  Comptes  rendus,  t.  CXIAI,  lii  janvici-  1908,   p.  (inS\. 
(-)  J'abrège  un  peu  les  formules  de  M.  Denjoy,  qui  pousse  la  précision  encore 
plus  loin. 


S6  CHAPITRE    V. 

Ou  arrive  à  des  résultats  analogues  pour  les  dislribullons 


Il  vieut  alors 


formule  plus  précise  que  (iri). 

En  général,  l'avantage  des  formules  de  M.  Denjoy  se  manifes- 
tera chaque  fois  (ju'une  suite  (a„)  admet  delle-mème  une  fonc- 
tion ^   satisfaisant  aux  conditions  i"-4"  et   passant   |)ar  les  points 

{•^nt  J'n)- 

Mais  l'avantage  peut  changer  en  désaK'ariLage  dès  qu'il  s'agit 
d'ajuster  une  distiihulion  (a„)  irrégulière.  Il  semble,  en  eiVet, 
que  les  fonctions  inlerpolatrices  de  M.  Denjoy  soient  moins 
souples,  moins  caj^ables  de  s'adapter  aux  vicissitudes  d'un  pro- 
blème donné  que  les  fonctions-types.  Je  ne  peux  pas  porter  ici  un 
jugement  définitif,  parce  qu'il  s'agit  de  deux  classes  différentes  de 
fonctions  dont  aucune  ne  rentre  dans  l'autre,  .l'attire  toutefois 
l'attention  sur  les  raisonnements  suivants.  .Je  ne  considère  que  la 
conditions",  exigeant  que  les  fonctions  Y  soient  à  tangentes  mono- 
tones et  croissantes.  Elle  me  paraît  assez  onéreuse.  .le  ferai  voir 
que  les  fonctions  déduites  des  fonctions-types  ne  la  vérifient  pas, 
ce  qui  leur  permettrait  de  s'approcher  de  l'ensemble  de  points 
ajusté  plus  (pie  les  courbes  \. 

En  effet,  rej)ortons-nous  à  la  construction  générale  d'une  fonc- 
tion-type donnée  au  (Chapitre  II,  n"  i.  Appliquons-la  aux  fonc- 
tions p(/')  adjointes  à  l'ensemble  de  points  (cr„, /•,/).  Ea  courbe 
p(/')  se  composera  de  deux  sortes  différentes  d'arcs  : 

i"   De  segments  de  droites  horizontales  z  =  const.  ; 
2"   De  courbes  o{r)  définies  |)ar  Técpiation  \roir  la  formule  (8i 
du  numéro  cité] 

-, ;=rloffloi:/' — losloa;/", 

£  -_  £  i  '  '  ■  r> 

o(r')-  <y(r)- 
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(i  OÙ  Ton  lire  pour  les  tangentes  (^t'o//'  la  noie  au  has  de  la  [)age  3i  ) 

do  y  -io      - 
dr  "  /"log  r 

Soit  maintenant  .r  =  log/*;  la  fonction 

H(.r  )  =  .r  p(/-) 

sera  léquivalenl  de  la  t'onclion  Y(j")  de  M.  Uenjoy.  Je  dis  que  ses 
tangentes  ne  sont  pas  monotones.  A  cet  effet,  considérons  sur  la 
courbe  p(/)  le  point  d'intersection  r„  d'un  arc  C5(/*)  avec  le  segment 
horizontal  suivant.  Soit  po  son  ordonnée.  Au  segment  horizontal 
p  =  po  correspond  dans  H(^)  le  segment  rectiligne 

\\{x)^=0ox         avec         \\'{x)=^■p^^. 

Calculons  d'autre  part  la  dérivée  de  W[x)  le  long  de  l'arc  '-5.  Il 
vient 

donc  au  point  d'intersection  considéré 

H'(a7)^po-+- '2po      -, 

(juantité  considérablement  plus  grande  que  po.  En  quittant  le 
|)oint  /•„  la  courbe  H  (a:)  a  dcmc  ses  tangentes  plus  grandes  qu'en 
arrivant.  Elle  n'est  donc  pas  à  tangentes  monotones. 

.le  crois  donc  pouvoir  dire  sans  exagérer  que  la  non-monotonie 
des  tangentes  est  un  critère  caractéristique  j)Our  une  fonction  H(.r) 
correspondant  à  un  exposant  (  Ibnction-tvpe)  bien  choisi.  On  voit, 
d'autre  part,  que  ces  fonctions,  qui  croissent  plutôt  par  sauts 
lîrusques,  auront,  en  général,  leurs  ordonnées  plus  petites  que  les 
courbes  à  tangentes  monotones,  ce  qui  assurerait  la  supériorité 
des  fonctions-tjpes. 

Une  discussion  plus  approfondie  de  ces  questions  est  fort  à 
<lésirer,  mais  il  faut  la  renictlie  jus(ju"à  ce  que  M.  Denjoy  ait 
publié  ses  démonstrations. 

En  tout  cas,  il  paraît  que  la  théorie  de  iVI.  Denjoj  et  la  nôtre  se 
valent  à  peu  près  au  point  de  vue  de  la  précision.  Mais  leurs  avan- 
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tages  respectifs  se  tromenl  sur  des  terrains  dill'érenls.  H  y  a  lieu 
d'espérer  que  des  reclicrches  ultérieures  permettront  d'arriver  à 
une  théorie  (|ui  les  comprenne  toutes  les  deux  comme  cas  particu- 
liers. 

C'est  un  problème  qui  mérite  au  plus  haut  degré  rallentioa  de 
ceux  qui  s'intéressent  aux  fonctions  entières. 


CHAPITRE    Yl  . 

THÉORÈMES  DIVERS  SUR  LES  FONCTIONS  COMPLÈTES. 


Nous  appelons  fonctions  complètes  les  fonctions  entières  les 
plus  générales.  Les  théorèmes  I  et  II  ne  contiennent  pas  encore 
la  théorie  totale  des  fonctions  entières,  car  ils  ne  portent  que 
sur  la  distribution  des  zéros  d'une  part,  les  produits  canoniques 
de  l'autre,  tandis  qu'il  s'agit  de  déterminer  les  relations  qui 
existent  entre  l'ordre  d'une  fonction  complète  et  une  distri- 
bution [«]  quelconque.  L'important  complément  qti'il  faut  ajouter 
est  le  théorème  de  M.  Picard  généralisé  par  M.  Borel  (').  Nous 
le  donnerons  dans  le  dernier  Chapitre  de  ce  Livre.  Le  présent 
Chapitre  sera  occupé  par  quehjues  'propositions  préliminaires  où 
l'on  compare  la  croissance  du  module  maximum  M(/)  à  celle  de 
diverses  autres  fonctions  analogues.  Ces  propositions  sont  toutes 
dues  à  M.  Borel,  qui  les  a  démontrées  par  un  procédé  très  ingé- 
nieux, mais  un  peu  long  (-).  Grâce  à  nos  études  antérieures  sur 
la  croissance  des  fonctions  (Chap.  II),  nous  arriverons  aux  mêmes 
résultats,  et  réussirons  même  à  les  compléter,  par  une  voie  tout  à 
fait  élémentaire. 

Dans  ces  recherches  on  se  sert  de  la  décomposition  d'une  fonc- 
tion complète  en  deux  facteurs  :  une  exponentielle  et  un  produit 
canonique.  Cette  décomposition,  parfaitement  définie  dans  le  cas 
de  l'ordre  fini,  ne  l'est  plus  pour  l'ordre  infini,  par  suite  de  l'arbi- 
traire dans  le  choix  du  produit  canonique.  Pour  la  rendre  utile  il 
faut  enraver  cet  arbitraire,  ce  (jue  nous  ferons  en  introduisant  les 
produits  canoniques  normaux. 

1.    Fonctions  et  dérivées.  — Soient  M(/')  le  module  maximum 

(')  Fonctions  entières,  p.  94-102;  Acta  Math.,  t.  \\,  p.  384-388. 
(')  Fonctions  entières,  p.  62-70;  Acta  Math.,  l.  XX,  p.  SGô-SG^. 


go  ClIMMTRi:    VI. 

de  la  fonction /(s),  M,(r)  celui  de  la  dt-rivée /'(:;^.  Nous  allons 
montrer  d'abord  que  M  et  i\I,  ont  en  jiénéral  des  croissances  com- 
parables, c'est-à-dire  que  Ton  a,  quelques  intervalles  d'étendue 
négligeable  mis  à  part, 

M(/-)>-S<  iVl,(/-)  <  M(r)i-^-5. 

La  première  de  ces  inégalités  est  une  conséquence  immédiate  de 
l'équation 


M(r)  = 


dz 


d'où 


IVK/-)  — |/(o) 


Mi(r)> 


</-M,(r)H-|/(o)|, 


>M(/-)i-ô, 


la  dernière   relation   résultant  du  fait  connu  que  M(/)  croît  plus 
vite  qu'une  puissance  quelconque  de  /'. 

Pour  établir  la  seconde  inégalité,  considérons  un   rajon  /''>/■ 
et  écrivons  l'intégrale  de  Cauchj 

■LT^l.l      {Z   ■ 

d'où 


2)- 


(0 


M,(/-)<M(r')— , 


(/•'-/■)' 


Pour    arriver    à    une   inégalité    valable   entre   les  quantités    M(/-) 
etM,(r)  elles-mêmes,  posons 

(  a'  )  r'  =/■-+- , 

log  M  (  /•  ) 

et  supposons  que  M(r)  satisfait  à  l;i  condition  de  croissance 

(-0  M(/-')<AI('-)'^'. 

s  étant  un  infininienl  petit  donné. 
\lors 


(3) 


M,(r)  <IVI(/-)'^'^/-'[logM(/-)J2<  M(r)>+S. 


Or  nous  savons  (Chap.  11,  n"  "2)  ([ue  l'on  peut  choisir  z  à 
décroissance  suffisamuienl  lente  [ro//-  les  conditions  (Ert)  et  (F) 
du  numéro  cité]  pour  que  les  relations  (2),  (2')  ne  cessent  d'être 
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vériliées  que  dans  des  inlervalles  (/),  dont  l'ensemble  n'occupe 
qu'une  |)artie  infiniment  petite  de  tout  sejiiuent  suffisamment  long 
de  Taxe  des  /•. 

On  a  donc  poitout,  sauf  dans  des  inlervalles  (/*)  d'étendue 
totale  négligeable, 

(4)  M(/-)i-S<M,(r)<M(/-)'+5     ('). 

Mais  l'on  peut  aller  [)liis  loin  et  se  déharrasser  des  intervalles 
exceptionnels  par  un  ajuslemeut  de  la  fonction  M(/').  \oici  notre 
thcort'me  : 

Im  fonction  et  la  dérivée  ont  même  ordre. 

En  effet,  si 

M(/-)<e'-''''', 

[jl(/)  étant  adjoint  à  linfiniment  petit  e,  posons 


v-K'-)- 


et  appliquons  (i).    11    vient,  par    suite   de   la   croissance   typique 
de  [^(r), 


M,(r)  <  s'-'^*''''  r'|ji(/-)2£<  e'- 


V-kr) 


i+* 


Donc  ;jl(  r'y^^'  est  au  moins  égal  à  un  ordre  de  /'(c).  D'autre  part, 
il  est  évident  (jue,  u,  ('/•)  désignant  un  ordre  de /'(s),  u.,(/")'+^ 
est  au  moins  égal  à  un  ordre  de  f{z-). 

Dans  ces  relations  on  pourrait  même  remplacer  la  fonction- 
ty|)e  |J-(/')  par  un  ordre  généralisé  suivant  la  terminologie  du 
Chapitre  \ . 

11  résulte  du  théorème  énoncé  que  les  distributions  [a]  de 
la  dé-rivée  ont  la  même  limite  supérieure  de  densité  que  les  dis- 
tributions de  la  fonction  : 


n<:  rV- 


/•)'+*' 


(  '  )  Ce  résultat  est  dû  à  M.  Borel  qui,  au  lieu  d'avoir  recours  aux  inégalités  (  2  ), 
(2),  rétablit  par  un  procédé  direci,  exacleinent  analogue  à  celui  du  Chapitre  II, 
n"  2.  Mais  cette  méthode  lui  a  fait  passer  A  coié  du  tiiéorème  précis  sur  l'ordre  de 
la  fonction  et  de  la  dérivée. 


9^  CHAl'ITKE    VI. 

2.  Le  nutilule  et  h's  parties  réelle  et  imai'inaire.  —  Il 
existe  entre  le  inudule  niaxinnun  et  les  niaxlma  et  iniulina  des 
parties  réelle  el  iniai^inaire  dune  fonction  une  relation  seudjlaljle 
à  (i)  et  qu'on  peut  utiliser  de  la  même  façon.  On  la  déduit  le  plus 
simplement  par  une  méthode  due  à  M.  Carathéodorj  et  ([ue  j  ex- 
poserai dans  la  forme  que  lui  a  donnée  M.  [.andau  (  '). 

Rappelons  dahord  un  lemme  très  simple.  So'il /i(:)  une  fonc- 
tion holomorplie  à  l'intérieur  et  sur  la  périphérie  du  cercle  |  ^  |  =  /', 
et  s' (inniihint  à  V origine.  Les  modules  maxima  ni{r)  de  cette 
fonction  sur  les  diflerents  cercles  |  :;  |  ^  /•(<;  /')  sont  liés  par  une 

inégalité.  Kn  eflet.  >  étant  de  même  holomor|ihe  à  l'intérieur 

sur  la   périphérie  du  cercle  /',  prend  ses  plus  grandes  valeurs  sur 
celte  périphérie;  donc,  poui-  r  <C  r\ 


h(z 


I     - 


m(  r)  ,    .  ,    ,    r 

<  r-^  j  mi  r)  <i  mi  r  )  —  ■ 


Or  soit  A(/')^  A  le  maximum  positif  de  la  partie  réelle  dey(:;) 
sur  le  cercle  /■',  soit  en  outre 

/(o)  =  «0=  «u-^  ial- 
et  désignons  par  77u  la  quantité  complexe  conjuguée 

a„=  «0  --  ial. 
Considérons  la  fonction  (-) 

A,.)='/'"-^'^-::--^;. 

Pour   ,'R (y')  =z  \  (•■»),   elle   a  son    module  égal   à    i,  elle   s'annule 


(')  l.aiitiau,  Vierteljalirsschrift  Xaturf.  Ges.  Zurich,  l.  LL,  1906,  p.  J77; 
M.  Scliottity  présenle  la  même  métliode  ilans  une  forme  généralisée  (Sitzber. 
Ak.  Berlin,  t.  XLV,  1907,  p.  825-826  ).  Des  procédés  dilTérents  ont  été  employés 
par  MM.  Borel  (Fonctions  entières,  p.  lo'i)  et  Scliottlvy  (Sitzber.  Ak.  Berlin, 
t.  XLII,  1904,  p.  1244-1246). 

(-)  Ce  sont  les  raisonnements  connus  do  la  tliéorie  des  subsliliili')iis  linéaires 
qui  amènent  à  considérer  la  fonction  h(z)  (comparez  ^\xv\i\vàri\i,  Analytisclie 
Funktionen,  î'  édition,  p.  36  suiv.;  Picard,  Traité  d'Analyse,  2"  édition,  t.  I, 
p.  460  suiv.). 

(^)  tR  désigne  la  partie  réelle. 


THÉORi:.Mi:S    DIVEUS    SLK    I.E^^    KOXCTIONS    CO.Ml'I.KTES.  qS 

pour  /(c)  =  <'/(,.  Comme  (railleurs,  pour  j  :;  |  ;^ /■',  A(/)^  \.  et, 
en  particulier,  cR.(«o)  ^=  ('^  <  -^i  ^'^  ^"''^  ^^''^^  diflicullé  que  h{z) 
est  liolomorphe  à  l'intérieur  et  sur  la  périphérie  du  cercle  /'  et 
que  les  valeurs  de  |  /«(s)  |  y  sont  au  plus  égales  à  l'unité.  On  peut 
donc  appliquer  le  Icmme  ci-dessus,  ce  qui  donne 

Or 

(rto  —  a')  /< (  J  )  -r-  (  «„  —  A  )  _  i/i(z)  âo/i(5)-H«o 


I  —  fi{z)  I  —  h(z  )  I  —  h{z) 

donc 

(5)  M(/-j  <'^-A;7ir7  "^  I  ^'"  I  7^377 -^  1^0  I' 

et,  pour  /■'  suffisamment  grand, 

(6)  MC/-)<  3  A(r')-T^^;- 


^  oici  deux  conséquences  particulières  de  cette  formule.  Dési- 
gnons dabord  par  —  1^(/')  le  minimum  négatif  de  la  partie  réelle 
de /pour  |  :;  i  = /•.  Par  suite  de  B(/')<M(/-),  il  vient  aussi 


(6')  B(r)<3A(/'')^^;,— ^,. 

Combinons,  en  second  lieu,  l'inégalité  (6)  avec  (i)  en  intercalant 


entre  /■  et  /■  le  cercle  /•  =  — - — ;  nous  aurons 

(6",  M,(o<3A(.')^^,_;^;\,_^.^,<^A(.-)— g^. 

Or  ces  inégalités  entraînent  manifestement  les  mêmes  consé- 
quences que  l'inégalité  (i).  Nous  pouvons  donc  tout  de  suite 
énoncer  le  résultat. 

Pour  toutes  les  valeurs  r  pour  lesquelles  A(/-)  vérifie  la  con- 
dition 

(.')  A(,-')<A(,-).-  .-.^^—i—, 

les  fonctions 

M{r),      \i{r),      M,(/-) 
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sont  inférieures  à 

A( /■)'->. 

Cuinpléloiis  cette  proposition  comme   au   n"    I.    Soit  jl'/')  une 

c  ■  I-      •  -     locrA(/')         , 

lonction-tvpe  adiointe  a  — ■ ,  de  sorte  (lue 

(7)  kir) -CrV-^i-K 

En  répétant   les  raisonnements  (ju'on  connaît,  nous  arrivons   au 

théorème  : 

Les  fonctions  M(/"),  '^(z'),    ^J(('")  satisfont  constamment  à 

V  inégalité 

M(r)     . 

(8)  B(;-)     '   < /-î^c)'-^*. 

Mi(^)  \ 

'^.  Les  produits  canoniques  normaux  et  les  fonctions  com- 
plètes. —  Parmi  tous  les  exposants  adjoints  aux  zéros  d'une 
fonction  f{:-)  et  à  un  infiniment  petit  donné  î,  il  convient,  faute 
d'un  exposant  minimum  (p.  02 ),  de  mettre  en  é\idence  une  classe 
particulière  distinguée  par  une  croissance  relativement  lente.  J'ap- 
pelle ces  exposants  normaux  et  les  désigne  par  p„(/').  Ils  sont 
caractérisés  par  le  théorème  suivant,  dont  on  trou\era  la  (h'nions- 
tration  dans  la  Note  I  à  la  fin  de  ce  Livre  (p.  i3o). 

Il  existe  des  exposants  normaux  po(/')  tels  que  tout  exposant 
p{r)  adjoint  au  même  infiniment  petit  i  vérifie  à  partir  d'une 
valeur  sujfisamment  grande  de  r  la  relation 

Ln  produit  canonique  correspondant  à  un  exposant  noiinal 
po  (r)  sera,  lui  aussi,  appelé  normal  et  désigné  par  no(^). 

Ceci  posé,  soient  y(^)  une  fonction  complète,  \>-{i')  un  de  ses 
ordres.  Ecrivons-la  dans  la  forme 

(9)  /(^)  =  e»"='n„(3), 

n(,(^)  étant  un  prttduit  canonique  nornial  (juelc'(»n(|uc.  .le  dis  que 
l\^^[z)  est  au  plus  d^ ordre  u.  (/•)'"'"°,  0  désignant  un  in /iniment 
petit. 

En  effet,  daprès  le  théorème  I,  les  zéros  de  /"(:;)  admettent  un 
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exposant  inférieur  à  u(/')' "'"2.  Tout  exposant  normal  po(/')  est  donc 
au  plus  égal  à  tj.(/-)""'"2^  "+'' ;  donc  le  produit  canonique  normal 
admet  un  ordre  inférieur  à 

Po('')''^^"<  [x(/-)^nô''^'-*-ï)'»+S")=  [j.(r)'^-2. 

4.  Les  modules  maximum  et  minimum  (Tune  Jonction 
complète.  —  Soit  encore 

(9)  J\z)  =  e»^^-^\\,{z). 

Il   sagira  de  calculer  les  ordres  de  la  fonction  complète  f{^), 
connaissant  les  ordres  du  facteur  exponentiel  et  du  produit. 
Posons,  comme  ci-dessus, 

A(/-)  =  max,'R[Hf5)]  <  r^'^'-i 
et 

max|  no(z)\  <e'-^*'''; 
alors 

Pour  chaque  valeur  de  ;•  nous  prendrons  la  plus  grande  des  deux 
quantités  il(/'),  •!(/•),  que  nous  désignerons  par  [}■{>')•  La  fonction 
ol)tenue  sera  continue  et  satisfera  aux  conditions  de  la  croissance 
typique  (').  [i-(/")  esl  donc  ou  bien  elle-même  un  ordre  de /*(ô),  ou 
bien  elle  est  supérieure  à  un  ordre.  Le  dernier  cas  se  présenterait, 
si  Ion  pouvait  trouver  un  nombre  positif  fixe  a  tel  que 

\f(z,\<e'-'''\ 

Or  je  dis  que  \f-(r)  est  en  vérité  un  ordre  de  f(z). 

Car  faisons  le  raisonnement  inverse.  Soit  l>-{t')  mi  ordre 
de/(^);  nous  ferons  voir  que  les  ordres  du  produit  canonique 
normal  et  du  facteur  exponentiel  sont  inférieurs  et  ij.(;')'''"^. 

Ceci  est  assurément  vrai  [)our  le  produit;  nous  venons  de  le  voir. 

^envisageons  doue  le  facteur  exponentiel  et  supposons  que, 
pour  certaines   valeurs  inliniment  grandes  de  /■   que   uous   appel- 


(')  C'est-à-dire  :  si    fJ.(/-),    V-{r)  sont  adjointes  ;i    l'iiirmiiiicnt  petit  î,  il  en  est 
de  même  de  \i-{r).  La  démonstration  est  ;iiséc. 
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le  ru  n  S  /• . 

Or,  Tordre  de  no(-)  étant  inférieur  à  [j.(/-)'+2,  nous  avons  vu  (' ) 

(|iie  le  inininmin  de  |  no(:;)  |  est  supérieur  à  e~''  ,  partout  sauf 

dans  le  voisinag;e  immédiat  des  zéros.  Plus  exactement,  cette  iné- 
galité ne  cesse  de  subsister  que  pour  des  valeurs  /■  formant  des 
intervalles  dont  l'étendue  totale  à  partir  de  chaque  /•  est  inférieure 

a  e  '^     . 
Donc 


/(ô) 


ll„(  :■) 


iM  (  /•  ) 


min  I  Ilot  -)| 


ne  peut  être   supérieur  a  e'"  que  dans  ces  intervalles  excep- 

tionnels. Les  valeurs  r',  si  elles  existent,  a|)parliennent  donc  à  de 
tels  intervalles. 

Mais  considérons,  avec  /•',  un  point  /'  >  /',  non  exceptionnel  et 

tel  que  la  distance  /• — ■ /■'  soit  inférieure,   par  exemple,   à  — --r- • 

D'après  le  résultat  que  nous  venons  de  rappeler,  l'existence  de 
semblables  points  est  assurée.  On  aurait  alors  à  la  fois  les  deux 
inégalités 

A(/-')  > /•'!-^"->'"'''        et         A(/-)</-|J-('-'''^^         /•  —  /•'< 


,u  (  /•  ) 


Or    elles     sont     incompatibles,    car,     V(/)    étant    une     fonction 
croissante,  il  s'ensuivrait 

et,  à  cause  de  la  croissance  typique  de  y-(/')i 

inégalité  absurde  pour 

1 


Les  valeurs  /•'  n'existent  donc  pas,  et,  par  suilf,  le  fadeur  cxpo- 


(')  Cliapitre  IV,  n'  6,  remarque  à  la  fin,  et  note  au  bas  de  la  page  66. 
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nentiel  est,  comme  le  pioduit  canonique  normal^  jtartoul  au 
plus  de  l'ordre  de  la  fonction  complète  : 

(10)  A  (/•)< /-fi' -"'"*'• 


(r)' 


ce  qui,  Inver.semenl,  enlrafnc  la  proposition  énoncée  que  la  fonc- 
tion \>-{r)  construite  à  l'aich-  des  deux  fonctions  il(/')  et  pif/')  est 
l)ien  un  ordre  Acfi^z). 

Ceci  posé,  occu|)ons-nous  du  minimum  d(i  f{z)  sur  un  cercle  /•. 
Le  théorème  que  nous  obtiendrons  est  tout  à  fait  pareil  à  celui  sur 
les  produits  canoniques,  à  savoir  : 

Si  ^{f)  est  un  ordre  de  la  fonction  complète  J{z),  le  mini- 
mum de  cette  fonction  sur  un  cercle  r  satisfait,  en  général, 
à  r  inégalité 

(II)  nnn|/(z)l>e-'-'''^''"'. 

//  n'y  a  exception  que  pour  les  cercles  /'  dans  le  voisinage  im- 
médiat des  zéros.  La  somme  totale  des  largeurs  des  couronnes 
circulaires  à  exclure  est  finie  et  <<  e"'''  ''  en  dehors  du  cercle  r. 

En  edet,  il  vient  manifestement 

min  1/(^)1  ^e-""-'  minjnoC-  )|- 
Or,  d'après  (8),  l'inégalité 
(10)  A(/-)  <'•!"•' '''"'^' 

que  nous  venons  de  démontrer  entraîne  [)Our  toute  valeur  r 

(lo')  li(/-)</-!J-('"^*". 

Les  raisonnements  relatifs  au  produit  (-anonique  ont  déjà  été 
exposés.  La  démonstration  est  donc  faite. 

L'illustration  suivante  de  ce  théorème  est  peut-être  instructive. 
Supposons  qu'il  existe  une  valeur  a  que  la  fonction  ne  prend 
jamais,    ou    qu'elle    ne    prend    ([u'uri    nombre    fini    de    fois    ('). 

(')   l)'aprés   le   tliéurèiiic   de  M.   Piciird,  cette  valeur,  si  elle  existe,  est  unique. 
IJ.  7 
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La  rapidilc  avec  hujiu'lle  /(z)  tend  \ers  a  pour  /■  =z  ce  esL 
mesurée  j)ar  niiii|y'(^) — a\.  D'autre  jiart,  niax  jy'(;)  |  =  M(/') 
mesure  évidemment  la  ra|)idilé  de  la  convergence  \ers  l'infini. 
[j.(/-)'+S  étant  un  ordre  de  /( :■)  —  a,  notre  théorèine  dit  que 
la  convergence  vers  a  n'est  jtas  plus  rapide  (jue  celle  vers  l'infini. 

Mais,  comme -7 est    de   um'Uk-    un»;  lontlion   entière   (  '  ),  la 

réciproque  est  aussi  vraie;  la  fonction  tend  donc  \ ers  .'/  et  vers 
1  infini  a\ec  une  rapidité  égale. 

L  extension  de  ce  raisonnement  aux  fonctions  méromorplies  ne 
prenant  pas  deux  valeurs  a  et  b  est  immédiate. 

Notre  théorème  fournit  donc  un  complément  intéressant  à  la 
proposition  bien  connue  sur  les  |)oinls  singuliers  isolés. 

5.  Le  produit  de  deux  fonctions  conip/ète.s.  —  Soient  /(z) 
et  '■|>(^)  (\eu\  lonclu)ns  entièi-es.  tJ-(/)  un  ordre  de^,  ).(/)  un  ordre 
de  'i>  ;  il  est  éxident  que  la  fonction  x(/*)  formée  en  prenant  pour 
chaque  |)oint  /■  la  plus  grande  des  quantités  '^{r)  et  a(/-)  est  ou 
bien  un  ordre  du  produit  ou  bien  plus  grand  qu  un  de  ses  ordres. 
Si /(z)  est  un  facteur  exponentiel  et  '}(^)  un  produit  canonique 
normal,  x(/)  est  vraiment  un  ordre;  c'est  ce  que  nous  avons  vu 
au  numéro  pi'écédent.  D'autre  part,  des  exemples  évidents  montrent 
(piil  n'en  est  pas  ainsi  pour  tout  couple  de  fonctions.  Le  résultat 
le  j)lus  général  sur  Tordre  du  produit  s'obtient  en  ajoutant,  à 
la  remarque  qui  précède,  cette  proj)osition  réciproque  : 

Soient />(;):=  /(c)'^(::;), /i(;-)  un  ordre  de/>(  c),  a(/-)  un  ordre 
de  '-{'(;),  et  posons 

//  existe  un  ordre  \>'{i')  de  la  fonction  f\z)  tel  que 

(12)  ÎJ.(/-)  < /n(/-)'"^^; 

ou  bien  :  L^  ordre  brut   v(/)  de  /(z)  obéit  à  l' inégalité 

(i3)  v(/-)< /n(r)'+ô. 


(')  Ou  une  fonction  entière,  divisée  par  un  pulynoine. 
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Nous  avons  en  etlet 
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„*(r) 


1/(^)1^ 


max \p{z) I 

min  I  J;(^)  I  ~  min  |  i^(5j  j 


< 


D'après  le  théorème  de  la  fin  du   numéro  précédent,  le  minimum 
de  la  fonction  -J;  est  en  général  supérieur  à 

les  intervalles  exceptionnels  où    à  s'abaisse  au-flessous  de  cette 
limite  ayant,  à  partir  de  [tout  point  suffisamment  éloigné  /•,    une 

longueur  totale  inférieure  à  e~''  \ 


Partout  donc,  à  l'exception  de  ces  intervalles,  il  vient 


^•4) 


\/i^)\<e 


.+5'\ 


(,,Mr)^,.X(r)-'>  ) 


<e' 


■'(.r)'-< 


Par  suite,  les  points  ;•  où  l'inégalité  (i3)  ne  se  trouverait  pas 
vérifiée  seraient  confinés  dans  les  intervalles  exceptionnels,  tandis 
que  dans  tous  les  intervalles  réguliers  on  aurait  (i3).  Mais  une  ana- 
lyse identique  à  celle  qu'on  a  lue  (p.  96)  montre  qu'alors  (i3)  est 
valable  partout. 

Une  conséquence  immédiate  de  ce  théorème  est  la  suivante  : 
Si  'i>(z)  est  d'ordre  inférieur  à/{z),  c'est-à-dire  si 

À(/-)<  hl( /■)'-*, 

a  étant   une    constante,   le  produit  p(^z)  =::  'l(z)f{:-)  a  encore 
[x(r)  comme  ordre. 


CHAPITRE  VIL 

LES  FONCTIONS  COMPLÈTES  ET  LE  THÉORÈME  DE  >L   PIC\RD. 


On  sait  qii«;  le  lliéorrme  de  M.  Picard  dans  sa  forme  originelle 
concerne  les  \alenis  (iirune  fonction  nionodronie  ne  prend  pas 
ou  ne  prend  cpi  un  n^ndire  (ini  de  fois  au  voisinage  d'un  point 
singulier  essentiel.  Actuellement  on  désigne  par  le  nom  commun 
é^ extensions  du  théorème  de  M .  Picard  deux  propositions,  ou 
plutôt  deux  groupes  de  propositions,  fort  dillérentes. 

r^a  ])remière  de  ces  extensions  est  due  à  Al.  Borel  (');  c'est 
peut-être  la  j)lus  belle  contribution  qu'il  a  apportée  à  la  théorie 
des  fonctions  entières.  En  se  |)laçant  au  point  de  vue  de  ces  fonc- 
tions, il  a  établi  que  le  'théorème  de  M.  Picard  n'est  qu'un  énoncé 
très  particulier  de  la  relation  générale  qui  existe  entre  Tordre 
d'une  fonction  et  la  densité  de  ses  distributions  [«]. 

La  seconde  extension,  due  à  M.  Landau  (-),  nous  ramène  au 
point  de  départ  de  M.  Picard,  aux  valeurs  qu  une  fonction  ne 
prend  pas.  AL  [.andau  a  découvert  ce  fait  remanpiable  qu'étant 
donnés  deux  couples  de  valeurs  r/,  b  et  «o?  <"'ii  oii  peut  assigner 
un  cercle  ayani  I Oiigine  conime  centre,  dont  le  l'ayou  dc'pend 
des  ([uantitésrt,  ^,  <'/„,  (^/,,  et  tel  que  cArt^y/ze  fonction  enlièie,  ayant 
à  l'origine  la  valeur  r/»  et  la  dérivée  «i,  prend  à  l'intérieur  du 
cercle  l'une  au  moins  des  valeurs  «,  b.  ()n  obtient  un  énoncé  plus 
simple  en  renversant  les  données.  Si  une  fonction  F(;),  liolo- 
niorphe  à  ^intérieur  du  cercle  unité  et  ayant  la  valeur  a^  à 
l'o/igine,  n'atteint,  à  r intérieur  de  ce  cercle,  ni  la  valeur  o 
ni  la  valeur  i,  la  dérii'ée  F'[o)  =  at  a  son  module  plus  petit 
f/u'un  nombre  déterminé,  fonction  de  la  seule  variable  <t(^. 


(')  Fonctions  entières,  \).  ()?J-i(.a;  Acta  Malli.,  l.  \\,  \>.  .i8'(-3S8. 
{■)  Silzbcr.  Ah.  /le/lin.  t.  WWTH,  i]t'^'\-  \>-   mi8-ii33. 
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Ce  théorème,  quoique  M.  Lamiau  l'ail  d'abord  démoniré  par 
les  méthodes  de  M.  Borel,  ne  rentre  pas  dans  U;  ca(he  de  re  Livre. 
En  ellet,  M.  Carathéodorj  (')a  montré  ([uMI  est  intimement  lié  à 
un  prohième  île  la  re[)résentation  conforme,  et,  en  particulier,  des 
fonctions  modulaires,  donnant  ainsi  une  justification  tardive  mais 
éclatante  des  procédés  de  M.  Picard.  Les  fonctions  modulaires 
étant  étrangères  à  notre  sujet,  nous  ne  croyons  pas  utile  de  donner, 
sur  la  seule  hase  de  la  théorie  des  fonctions  entières,  une  démons- 
tration  incomplète  et   mal  adéquate  du   théorème  de  M.  Landau. 

Par  contre,  nous  développerons  d'une  façon  approfondie  la  gé- 
néralisation de  ^L  Borel.  Elle  nous  réserve  une  surprise.  Rappe- 
lons lénoucé  dans  le  cas  de  l'ordre  fini  :  Soient  p„  l'exposant  de 
la  ilistribution  [rt].  <j.  V ordre  de  la  fonction.  Il  y  a  au  plus 
une  seule  valeur  a  =  «o,  telle  que  o,,^  <<  {a.  Or  pour  l'ordre 
infini,  par  suite  du  fait  que  p^  et  a  sont  des  fonctions  de  /•,  ce 
théorème  unique  se  décompose  en  deux,  que  j'appellerai  le  petit 
théorème  et  le  ^rand  théorème  de  M.  Picard.  Le  petit  théorème 
a  été  énoncé  par  M.  Borel  [loc.  cit.);  le  grand  théorème  paraît  être 
inédit.  C'est  ce  dernier  qui  donne  la  relation  exacte  entre  l'ordre 
d'une  fonction  et  les  densités  de  ses  dislrihutions  [a],  annoncée 
dans  l'introduction  du  Chapitre  VI. 

1.  Le  petit  théorème  de  M.  Picard.  —  Soient  [jl(/)  un  ordre 
de  la  fonction  f[z)^  ?('")  '^^^  fonction-type  telle  que  l'on  ait 
constamment  à  partir  ri' une  valeur  /*o  d^  '* 


(P) 


p(/•)<(Jl(/■)'-^ 


y.  étant  une  constante.    Il  existe  au  plus  une  valeur  unique  a 
dont  la  distribution  [a  |  admette  un  exposant  ^  p(/')- 

Pour  établir  cette  proposition  nous  appliquons  l'algorithme  dé- 
sormais classique  du  théorème  de  M.  Picard.  Nous  pouxons  même, 
sans  augmenter  les  difficultés  de  la  démonstration,  élargir  notre 
énoncé  d'après  la  manière  de  M.  Borel  ('-). 

Soient  'j>{z)  et  •^(:?)  des  fonctions  entières  d'ordres  au  plus 


(  ')  Comptes  rendus,  t.  CXLI,  ic)o5,  p.  1210-1  !i5;  Mat/i.  Annolen.X.   L\IV,  1907, 
p.  9Ô-11Ï. 

(-)  Fonctions  entières,  p.  QÔ-yG. 
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égaux  à 

Q{r)  <  {JL (/•)»---': 

il  y  a  parmi  toutes  les  fonctions  essentiellement  différentes  (') 
de  la  forme 

une  seule  au  plus  dont   la  distribution   îles  zéros    admette  un 
exposant  inférieur  ou  égala  p(/). 

Supposons  qu'il  existe  deux  couples  de  semblables  fonctions  co,, 
'l^  cl  Ooi  '^a-  Nous  aurons  les  formules 


(•) 


(i')  o^{z)'h.i{z)  —  ^^{z)t^,{z)^o. 


les  produits  normaux  11,  (:;)  et  IIo(G)ëtant  d'un  ordre  inférieur  ou 
égal  (2) à 

p(/-)  <  |Jt(r)'-ï. 

Les  résultats  du  dernier  Chapitre,  et  en  j^articulier  ceux  du 
n"  o,  |)ermcttent  de  conclure  que  les  facteurs  exponentiels  sont 
rigoureusement  de  l'ordre  |J-(/*)  [ou  bien  [jl(/')'+^,  ce  qui  revient  au 
même].  Car  les  premiers  membres  des  équations  (i)  sont  de  cet 
ordre,  et  les  ri(z)  sont  d'ordre  inférieur. 

Eliminons  /"(s)  entre  les  deux  équations  du  système  (i).  Nous 
obtenons 

t|/.2n,  e">  —  ^^in^^''-^^  «L-i?!  —  'i'i*2) 

ou  bien 

(2)  /?,?".  — /?2t'"--=   y. 


(')  Nous  appelons  essentiellement  di[férentes  deux  fonctions  <^^{z)  f  {z)  ^  ■o^{z) 
et  <i^^{z)  f  {z) -^  <f^{z)  si  les  deux  couples  de  fonctions  tj/,,  t|/j  et  cp,,  <pj  ne  sont 
pas  proportionnelles  entre  elles,  c'est-a-dire 

(fi|  (j/j  —  »|/|  te^  =^  o. 

Il  est  évident  que  celte  restriction  est  nécessaire. 

(-)  Ici  comme  partout  dans  la  suite  nous  écrirons  d'une  façon  abrégée  p(/') 
an  lien  de  p{  r)'"^"". 
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en  posant 

(2')  .|2ii,  =  /j,,        'liUo^p.,.        ti/.^cp,  — 6,92  =  ^: 

les  Pi,  Pi,  q  sont  des  fonctions  d'ordre  p  au  plus. 
Puis  nous  dilTérentions  (:î),  ce  qui  nous  donne 

(/;',^H',/>,)e"'-(/.+  H;/>,)e"^=^'. 
ou  bien 

(3)  P,e".— P.>e"-:=  Q, 
en  posant 

Les  fonctions  P|,  Po  ne  sont  |ias  nulles  identiquement,  car 

donne,  en  intégrant. 

^1  gH,  _-  const., 

c  est-à-dire 

^i{'^\.f^  ?i  )  =  const., 

ce  qui  est  impossible  parce  que  /"(z)  est  d'ordre  plus  élevé  que  cp 
et  '}. 

De  plus,  les  fonctions  P,,  Pj  et  Q  ont  des  ordres  inférieurs 
à  'Ji-(/')-  En  effet,  d'après  le  n°  1  du  Chapitre  \  I,  Ç)=c/'  est 
d'ordre  o(r)  au  plus.  Il  en  est  de  même  des  fonctions  /^  et  p'  qui 
rentrent  dans  les  expressions  P.  Finalement,  d'après  la  proposi- 
tion établie  au  Chapitre  VI,  n"  "2, 

iVo us  pouvons  donc  trouver  une  fonction-type  p,  (/*)<;  [jl(/')'~P 
et  telle  que  toutes  les  fonctions  p,  q,  P,  Q  admettent  des  ordres 
au  plus  égaux  à  Oi  (r). 

Ceci  posr-,  il  ne  reste  plus  qu'à  éliuïiner  e"-""  entre  les  équa- 
tions (2)  et  (3).  Il  \  ieul 

(4)  (/'ip2-/'2l^)e"'=^/P2-/>2Q- 

Or  le  coefficient  de  e"'  et  le  sec^ond  membre  sont  d'ordre  p,  (/•)  au 
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plus.  L'égalité  (4)  esl  donc  iin|)it.ssil)le  parce  (|iu;  le  prodiiil  d  une 
fonclion  d'ordre  |j.(/')  et  d'une  fonction  d'ordre  p,  (/)  <;  |J.(/)'  f 
est  encore  d'ordre  |^(/")  (Chap.  VI,  n"  o). 

iMais  ces  conclusions  seraient  en  défaut,  si  les  coefficients 

/j,P,-/),F,,         c/V,-p,Q 

s'annulaient  identiquement.  Montrons  donc,  pour  terminer,  (|ue  ce 

cas  ne  saurait  se  présenter.   Substituant  les  valeurs  (3')  de  P(,  Pa 

dans 

^  =  11^, 
Pi       Pi' 

nous  ti'ouxons  l'équalion  dillérenlielle 

/M  Pi 

t|ui  donne 

C  étant  une  constante,  ou  bien,  moyennant  (2')  et  (i), 

(1  —  G)'^,  ■!;.,/+  (o,'h.—  C'h,  z, )  =  o. 
Or  celte  équation  exige,  nous  venons  seulement  de  le  dire,  (pie 

(1  — G)({;i'f,  =  o,  9,'{/2— <''l'i'f2=  o, 

ce  qui  est  impossible  parce  que  par  hypothèse 

Le  petit  théorème  est  donc  définitivement  démontré  par  I  ab- 
surde. 

2.  Théorème  de  M.  Borel.  —  On  peut,  avec  M.  Borel,  envi- 
sager le  petit  théorème  d'un  autre  point  de  vue.  En  fin  de  compte, 
c'est  l'égalité  (2)  dont  on  vient  de  démontrer  l'impossibilité.  Or 
ceci  esl  un  résultat  sur  l'addition  de  deux  fonctions  entières  : 

La  somme  de  deux  fonctions  e litières  d' or  Ire  égal  dont  les 
facteurs  exponentiels  sont  d'o/'d/e  supérieur  aux  produits  ca- 
noniques est  elle-même  du  même  ordre  que  les  fonctions. 
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Dès  lors  une  généralisation  s'impose.  Soient 

(5')  e"<i->,     e"i<  =  i,      ...,     e'i-nU) 

des  exponenlielles  en  nombre  fini,  mais  ([uelconque, 

(JL,(/-),     ii<>(r),      iJ-mir) 

leurs  ordres  (').  Nous  pouvons  aisément  construire  une  fonclion- 
tjpe  p.(/")  que  nous  appellerons  un  ordre  commun  des  m  expo- 
nentielles. On  la  forme  en  prenant,   pour  chaque  valeur  de   /•,   le 

[)lus  grand  des  nombres 

\L\{r),     \i-i{r),      ....      iJ.„,{r). 

11  pourra  arriver  qu'une  des  exponentielles,  par  exemple  e"''"', 
ail  un  ordre  intérieur  à  m.(r)'~^.  Nous  exclurons  ce  cas  et  nous 
supposerons  que  toutes  les  exponentielles  sont  vigoureusement 
de  V ordre  [J^(/').  i)e  plus,  nous  pouvons  admettre  qu'elles  sont 
essentiellement  distinctes  ;  cela  veut  dire  qu'aucun  des  quo- 
tients e"'*"'~"''"'  n'est  une  fonction  d'ordre  inférieur  à  jj.(r)'~T, 
V  étant  un  nombre  fixe. 

Soit  enfin 

(3")  /'l(-),      P-li^),       •••,      Pm{z) 

une  autre  suite  de  fonctions  d'ordres  au  plus  égaux  à  p  (/■)<;  ijl(/")'~°'. 
Nous  pouvons  toujours  supposer,  et  nous   le  ferons  pour  plus 
de  clarté,  que  les  m  exposants 

H,(;),     H,(^),     ...,     W,Az) 

ont  de  même  leurs  ordres  inférieurs  à  o(/")  (voir  la  discussion  vers 
la  fin  du  numéro  précédent). 

M.  Borel  a  énoncé  ce  théorème  : 

La  somme 

est  rigoureusement  d'ordre  ^(/•). 
(')  Mieux,  [J.,  (/•)  un  ordre  clee"''^',   
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Ou  bien,  ce  qui  revient  au  même  :  Toute  inégalité  de  la 
forme 

(5)  /j,(z)e".i  =  '  +  />,(5)e"><  =  t^...^/?,„(3)e"mt  =  '=^(3), 

q{^)  étant  une  fonction  d'ordre  p{r)  au  plus,  est  impossible. 

La  déinonslralion  se  fait  par  induction,  en  éliminant  ^""•^'  entre 
l'équation  (5)  et  sa  dérivée 

(6)  P,(2)e".>  =  >+  P2(5)e"»i  =  >-^...-HF,„(s)e"'n'^»=Q(3), 
où  l  on  a  posé 

(6')  Pi{z)=p:{z)-^imz)p,iz),         q(z)  =  q'iz). 

Les  fonctions  P<(^)  et  Q(2)  sont  encore  d'ordre  p(/)  au  plus,  car 
les  raisonnements  du  numéro  précédent  subsistent  sans  modifica- 
tion. On  n'aura  qu'à  tenir  en  vue  qu'en  vertu  du  choix  de  p(/'), 
les  fonctions  désignées  plus  haut  par  o  et  o,  coïncident. 

Les  fonctions  P  sont  diflerenles  de  zéro  par  hypothèse  même. 
Car  P  =  p'  +  H'/>  =  o  donnerait  pe^  =  const. 

Or,  l'élimination  de  e^"'^^''  entre  (5)  et  (6)  donne 

iPi  ^m~P>n  Pi)t'''.+  (/>,?„,—/>„,  P.,  )eH,^. . . 

H- (/?;„_!  P,„  —  /?,„P,„^i)e"'"-,=  q  P,„  — /)„,  Q, 
OU  bien 

(7)  /?i  e". -H /),e"2-r-..  .-!-/>„,_,  ?"—.=  q(z). 

[espi(z)  et  ç{:)  étant  d'ordres  inférieurs  ou  égaux  à  •:(/).  Il  reste 
à  faire  voir  qu'elles  ne  s'annulent  pas  identitpiement.  Or  une 
équation  de  la  forme 

/>/P«/  — />mP/=  O 

n'est  autre  chose  que  l'é([uation  difîerentielle 

Pm  Pi 

qui  donne,  en  intégrant, 

Pme"'"^  Cpie"', 
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relation  impossible  parce  ([ue  |)ar  hypothèse  e""*""'  n'est  pas 
d'ordre  inférieur  à  |J-(/'). 

L'équation  (-)  est  donc  de  la  même  forme  que  (5)  à  cela  près 
qu  elle  contient  un  terme  de  moins.  Il  est  loisible  d'admettre  qu  on 
ait  prou\é  l'impossibilité  de  (7);  le  théorème  de  M.  Borel  est  donc 
démontré  par  induction. 

Récemment  M.  Rémoundos  a  donné  (')  une  nouvelle  interpré- 
tation très  ingénieuse  de  ce  théorème  :  il  a  montré  qu'il  n'est  autre 
chose  que  le  (petit)  théorème  de  M.  Picard  pour  une  certaine 
classe  de  fonctions  transcendantes  à  un  nombre  fini  de  branches. 
Mais  je  ne  peux  pas  entrer  dans  ce  sujet. 

3.  Le  grand  théorème  de  M.  Picard.  —  Considérons  l'en- 
semble des  distributions  [«]  d'une  fonction  f{^^  et  désignons 
par  ^a^ I')  un  exposant  de  [a]  adjoint  à  l'infiniment  petit  £.  En 
vertu  du  théorème  I  (Chap.  \  )  nous  pouvons  supposer 

jjl(/)  étant  un  ordre  quelconque  'de  la  fonction  adjoint  à  s,  par 
exemple  l'ordre  minimum  [jLo(r). 

Peut-on  conclure  du  petit  théorème  qu'on  vient  de  démontrer 
que,  réciproquement,  pour  toutes  les  distributions  [a],  sauf  une 
au  plus,  pa(r)*'^''-'  soit  un  ordre  de  la  fonction,  c'est-à-dire 

v(r)<p«(/-)'+S? 

C'est  ce  qui  est  possible  dans  le  cas  de  l'ordre  fini,  où  |ji.„  et  p„  sont 
des  constantes. 

Mais  il  n'en  est  plus  de  même  dans  notre  problème  où  [j.„  (/) 
et  prt('')  sont  des  Ibnctions  de  /•.  En  ellet,  nous  n'avons  prouvé 
que  ceci  :  Pour  toutes  les  valeurs  a,  sauf  une  au  plus,  pa{'')  n'est 
pas  constamment  inférieur  à  u.„(r)*~'^.  Mais  le  théorème 

v(r)<pa(/')'-^S 
est  déjà  en   défaut,   s'il  existe  seulement  une  suite  de  rayons  r 

(  '  )  Su/'  (es  zéros  d'une  classe  de  fonctions  transcendantes  (  Thèse,  Paris,  igoS  ). 
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infiniment  grands  tels  que 

Or   le  petit    théorème  ne  ûxl    rien  sur  celle  éventualité  (comparez 

On  comprend  inainlcnaul  le  rôle  et  la  nécessité  du  grand  théo- 
rème. C'est  lui  qui  doit  donner  la  relation  exacte  entre  V ordre 
d'une  fonction  et  la  distribution  de  ses  valeurs. 

Mais  celte  relation  n'est   pas  la  même  qiie  dans  les  cas  connus. 


l-ig.  3. 


V-ir-y, 


Pour  aller  au    fond  des   choses   il   faut  même   poser  le  problème 
d'une  façon  différente. 

Introduisons  la  notion  à^exposant  commun  de  deux  distribu- 
tions [a]  et  [6].  C'est  une  fonction-type  adjointe  à  s  et  à  l'en- 
semble des  nombres 


log'-r 


et 


lu  g /•','" 
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'"^  ^'  '"/*  sii;nifîanl  respectivement  les  modules  des  zéros  de/(z)  —  a 
et  dcf(z) —  /).  Cet  exposant  roinnuin  sera  désigné  pav  p  „!,(/) . 

Alors  voici  le  tliéorème  général  que  nous  a|)pelons  le  grand 
tht'orèinc  de  M.  Picard  : 

Toiil  exposant  commun  de  deux  distribulions  quelconques 
[^/,  ]  et  [«2]  satisfait  à  l'inégalité 

(G)  (jL.,(/-)<p^,„,(/-)>+S, 

u-o  désignant  comme  d'ordinaire  l'ordre  minimum. 

En  d'autres  mots  :  L'exposant  commun  de  deux  distiibutions 
quelconques  est  toujours  un  ordre  de  la  fonction. 

Il  est  manifeste  que  ce  grand  théorème  contient  le  petit  théorème 
comme  cas  particulier.  Car,  p„,  „,(/')  pouvant  être  choisi  inférieur 
ou  égal  au  plus  grand  des  deux  nombres  p„,(/*)  et  p„,('')'  '*  con- 
dition (G)  entraîne  nécessairement 

(P)  [JL„(/-)<G„,(/-)'+5 

si 

(P')  p„,(/-)<[^J /•)'-*. 

Pour  la  démonstration  du  grand  théorème,  désignons  par 
p"^(/-)  et  p'-^(/')  des  exposants  des  deux  distributions  [r/,],  [aj] 
adjoints  à  un  infiniment  petit  s,  par  |jt.o  l'ordre  minimum  de  f{z) 
adjoint  au  même  infiniment  petit.  Posons 

Il(  et  rio  étant  des  produits  canoniques  normaux. 
D'après  les  n"-"  4  et  2  du  Chapitre  VI 

<9)  I  h;  ^^)  |<  /•M'-»"-*,       I  n,(-')|<  '-î^'"-''"*- 

Raisonnons  comme  d'ordinaire  : 

I  ri,(2)eH.<-i  —  n2(5)e"«'  =  '         =(u_—au 

]  (n, +  Hin,  le".— (Il,4-Hjll,)e"==  o. 

1/équation 

ir,  —  M',  II,  =  o 
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donnerait 

nie">=  /'(3)  —  a  =  const.  ; 

donc  les  deux  fonctions 

(lo' )  P,  =  n',  +  H,  M,.       p,  =  II,  ^  h;  n, 

ne  s'annulent  pas  identiquement.  ConsicU-rons  leurs  ordres.  Par 
suite  de  (y)  on  peut  trouver  un  nombre  H  assez  grand   pour  que 

les  fonctions  |H'(;)|  soient  constamment  inférieures  à  e'"  '^°''' 
à  partir  de  R.  Leurs  ordres  sont  donc  constamment  inférieurs 
à  y/[jLo(/").  L'ordre  de  Pj(f  =  i,  2)  est  donc  au  plus  égal  à 


(11)  pU)(^)i+S_f_^ao(/-). 


La  fonction  y/|ji.o(/-)  est  une  fonction-type  adjointe  à  rinfiniment 
petit  2î  (  '  ).  Donc  la  fonction  formée  en  jjrenant  en  chaque 
point  la  plus  grande  des  trois  quantités  ^\{f),  ?2(''),  \'^n{t')i 

(12)  À(/-)  =  max[pi(/-),  p2(r),  \/ \i(,{  r)], 

est  aussi  adjointe  à  2  s,  et,  en  vertu  de  (  1  i  ),  il  existe  un  infiniment 
petit  û'  tel  que  a(a)'"'"^'  soit  égal  ou  supérieur  à  un  ordre  commun 
des  fonctions  P/,  Wi. 

Ceci  posé,  éliminons  e"'*"'  entre  les  deux  équations  (10)  en  intro- 
duisant les  abréviations  (10').  Il  vient 

(i3)  (1I,P,— Il2p,)e".=  (a2-ai)P-2, 

équation  dont  les  coefficients  sont  dillerents  de  zéro.  Nous  en  con- 
cluons, en  appliquant  les  résultats  du  Chapitre  VI,  n"  o,  que  l'ordre 
brut  de  e"''^',  et  par  suite  aussi  celui  dey"(ô),  ne  saurait  être  supé- 
rieur à  À(/')'+2: 

(i4)  X(/-)'+5^v(r). 

Jusqu'ici  les  raisonnements  étaient  à  peu  près  ceux  du  petit 
théorème.  Mais  la  discussion  ultérieure  du  résultat  (  i4)  exige  des 
développements  essentiellement  nouveaux.  Il  s'agit  de  passer  de  la 
fonction  )>(/•)  définie   par  (12)  aux   exposants    communs    piaC'') 

(' )    Voir  pour  lu  démonslralion   p.  62,  fonmilcs  (I,)  et  (l.). 
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(léiinis  par 

(i5)  p,2(/-)  =  max[?i')(/-),p^î'(/-;], 

et  de  prouver  que  tout  exposant  commun  vérifie  rinéj;alilé  analogue 

à(i4) 

(i6)  p,,(r)'+ô,>v(r), 

0,  étant  un  autre  infiniment  petit;  en  d'autres  mots,  il  s'agit  de 
chasser  de  l'inégalité  (i4)  la  fonction  \/'J.^f{r).  La  conclusion  serait 
facile  (voir  plus  bas),  si  \/|jLy(/-)  <;  v(/-)'~ï,  y  étant  un  nombre 
fixe,  pour  toute  \aleur  suffisamment  grande  de  /•.  Mais  cette  rela- 
tion nest  nullement  assurée,  car  la  fonction  [J-o('')  peut  très  bien, 
en  des  points  infiniment  éloignés,  s'élever  au-dessus  de  la  valeur 
v(/-)-.  Il  faut  donc  faire  la  démonstration  par  une  voie  détournée. 
Je  dis  tout  d'abord  que,  pour  tout  point  r  pour  lequel 
ui.o(/")  =  >(/■),  on  a  certainement 

(i(V)  Pi2(r)i+S>v(r). 

C'est  à  peu  |n^ès  évident,  car  (  i'>.)  et  (  i5)  donnent  ensemble 
X(r)=  ma\[pi2(/-),  /[Ijô]- 

Or,    dans    notre    hypothèse,    on    a  \/ <j.Q{r)  =  \/'^{'')  '■,  donc,  pour 
que  (i4)  soit  vérifiée,  il  faut  certainement  que 

)^(/-)  =  pu(/-); 

donc  en  tout  point  où  ^^{r)  coïncide  avec  v(/) 
(17)  Pi2(r)i+2^[j,„(,-)=v(/-). 

Considérons  maintenant  les  points  pour  lesquels  v(/-)  <]  jJ-oC)- 
Je  m'appuie  sur  une  propriété  remarquable  de  la  fonction-type 
minima  (*)  démontrée  dans  la  Note  I  (p.   124). 

En  tout  point  r  pour  lequel  [Ay(r)  >  v(/-),  l'inégalité  (I)  de 


(')  Remarquons   que  c'est   la   seule  fois  que    la  fonclion-type    minima   rentre 
efficacement  dans  nos  recherches.  Mais  ici  elle  parait  indispensable. 
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la  croissance  ty pique  se  transforme  en  é'j:alité  : 

_     1 

(18)  ÎJLo(/-')   =   HLo('-)'+S  /•'=/•'        S""'"'- 

A  l'aide  de  cette  proposition  nous  démontrerons  l'inégalité  (16) 
par    l'absurde.    Car,    sii|)posons    (jue    /•   soit    un    point    tel    que 

1^0'. '■)  >■'('')  et  que 

1 

(19)  pi-2(/-)<  |Jl«(/')'^^',  I  -0,  =  (1  —  0)(l-h£); 

désignons  de  plus  par  R  le  premier  point  à  droite  de  /•  pour  lequel 
uLp(/-)  =  v( /•).  Nous  avons  vu  que 

(17')  p,,(R)'-^e>ao(K). 

J'appelle 

(20)  /•',     /•",      r'",      /•  "  (r("'£R) 

les  points  déduis  par 


1  -H  ■ 


/•'=/■'      !J-„ '-/^  /-"^r'       |J-o"-'''',  ...  (e,  =  sCr'),  ..  .), 

et  je  pose  eu  outre 

Alors,  par  suite  de  (  19),  /' <  r^,  donc 

en  vertu  de  la  croissance  typique  de  p,o(/-).  Mais  comme  d'autre 
part,  d'après  (  i8),  \>.o{r')  =  [jLf,(/-)'"^  on  trouve 

L'inégalité  (  19)  subsiste  donc  aussi  au  point  /•  .  elle  subsistera 
donc  de  même  en  tous  les  autres  points  /",  /'",  . . .,  /•  "  .  Lue  inéga- 
lité analogue  a  donc  lieu  au  point  R.  Pour  la  déduire,  soit  r^"^  le 
dernier  point  de  la  suite  (20);  donc 


et,  par  conséquent,  en  utilisant  la  croiss'ance  typique  de  z,i[r)  et 
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le  fait  que  'J-o(f')  est  une  fonction  non  décroissante, 

Pi2ni)<;jio(R)'^5'<|^«(K)'-5. 

Mais  celte  inégalité  est  contraire  à  (17').  L'Iijpothèse  (19)  est 
donc  impossible;  il  vient  donc  pour  tonte  valeur  de  r 

proposition  identique  an  résultat  cherché  (16). 

On  peut  donner  nne  forme  plus  suggestive  au  grand  théorème. 
Considérons  l'ensemble  des  points  a*/\  a^-'  où  f(z)  prend  une  des 
valeurs  «i,  a-,-  C'est  l'ensemble  des  zéros  du  produit 

Fiz)  =  [fiz)-a^\[f{z)~a,]. 

Rangeons  ces  valeurs  par  ordre  de  grandeur  de  leurs  modiiles; 

soient 

ai,      x-,,      ....     a,;, 

la  suite  obtenue,  ô(r)  un  de  ses  exposants.  Comme 

_{<!         (n'in), 

l'exposant 


iosn   .  )    logr^ 


log/-„       I    iogn 


€St  certainement  au  moins  égal  à  un  exposant  commun  0,0.  Donc 

p(r)>v(r)i-S. 

D'autre  part,  les  c-,,  étant  inférieurs  à  la  puissance  ûi{r,i)''^^  de 
tout  ordre  du  produit  F(^),  on  a  aussi,  pour  tout  ordre  de  f{z), 

Donc,  r  (ensemble  des  exposants  ô(/j  et  des  ordres  p-(/')  coïn- 
cide (').  En  connaissant  la  distribution  de  deux  valeurs 
de  /(z)^  on  connaît  un  ordre. 


(')    Locution    abrégée   dont    1>:    sc-ti-    rcss n-l    clMirciiiont    des    itiégalilés    précé- 
dentes. 
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Dans  celle  forme,  le  grand  théorème  esl  la  généralisalion  inimé- 
diale  dn   théorème  ordinaire  de  M.   Picard. 


i.  Conclusion.  —  Il  urn  esl  pas  de  même  si  1  on  ne  einisidère 
(ju  une  seule  dislrihulion  Y(i\.  l^our  m'exprimer  brièvement  j'ap- 
pellerai normale  (')  la  densité  d'une  distribution  dont  tous  les 
exposants  sont  des  ordres  de  la  fonction  (-).  Je  l'appellerai  infra- 
normale  dans  le  cas  contraire,  et,  en  particulier,  constamment 
infra-normale,  s'il  existe  un  exposant  pu{'')  It^l  que  Ton  ail  con- 
stamment 

pair)  <  iJLo(/-)'-^, 

pLo('')  étant  l'ordre  minimum  de  la  fonction  adjoint  au  même  infini- 
ment petit  (jiie  o,^(/'),  infra-normale  par  passages,  si  ce  fait  ne 
se  profluit  (pie  pour  une  infinité  de  |)oinls  tendant  vers  linlim. 

Signalons  d'abord  ce  corollaire  du  i;rand  théorème,  intéressant 
par  la  netteté  de  son  énoncé  : 

Si  une  seule  des  distributions  [a]  est  constamment  infra- 
normale,  toutes  les  autres  sont  normales. 

C'est  une  extension  nouvelle  et  importante  du  petit  théorème. 
La  démonstration  a  déjà  été  donnée  incidemment  (p.  loc^). 

Mais  voici  mauilenanl  une  grosse  (juestion.  .\<lmetlons  (piune 
fonction  n'ait  pas  de  distril)utions  constammcut  infra-normales. 

Peut-on  encore  assurer,  comme  dans  le  cas  des  fonctions 
(Tordre  fini,  que  les  distributions  sont  en  général  normales? 
Peut-on,  en  particulier.,  assigner  une  limite  supérieure  du 
nombre  des  distributions  infra-normales  [par  passages)  ? 

La  question  pourrait  é-lonner.  Car  tous  les  auteurs  qui  |us(prà 
présent  se  sont  occiip('S  du  théorème  de  M.  Picard  dans  le  cas  de 
l'ordre  infini  énoncent  le  résultat  qu  il  v  a   au  plus    une    dislri- 


(')  Cette  terminologie   ne  veut  pas  dire  (jue  les  distributions  soient  en  général 
normales  (voir  plus  bas). 

(^)  C'esi-à-dire  si  les  puissances  p (/•)'+'*  le  sont. 
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bution  infra-normale  (').  Mais  ils  se  trompent,  car,  en  vérité,  ils 
n'établissent  que  le  petit  théorème  ou  quelque  proposition  équi- 
valente, dont,  comme  nous  Tavons  vu,  il  est  impossible  de  tirer 
cette  conséquence.  Je  ferai  voir  qu'elle  ne  découle  pas  non  plus 
du  grand  théorème. 

En  eilét,  ce  théorème  ne  dit  que  ceci  :  Si  p„,(/")  et  ?„„(/")  sont 
des  exposants  de  deux  distributions  [«i  ],  ['^'2]?  alors,  en  chaque 
poini  suffisamment  éloigné  /•,  l'une  au  moins  de  ces  fonctions  est 
plus  grande  que  v(/)'~2.  Donc,  s'il  existe  une  infinité  de  points 
r;,"  {_ftg-  '^ )  tels  qLie  p„^(/-^/')  <<  v(rj/')*~«,  il  faut  évidemment  que 
p,!,( '■/,')>''('■«" )'~^-  IVIa'"'  il  peut  parfaitement  y  avoir  d'autres 
points  r'^f'  tels  que  p,,,, ('"//')  "^ '"'('L')'  ^  pourvu  que  pour  ces 
mêmes  points  3,,  ('",7')  >  '■'('')f')*"^-  t)onc  le  grand  théorème  n'em- 
pêche |jas  que  les  deux  distributions  [«,],  [«2]  soient  infra-nor- 
males. 

Il  est  donc  sûr  que  l'énoncé  classique  cité  tout  à  l'heure  n'est 
pas  prouvé.  Or  est-il  vrai  ou  non?  C'est  un  beau  problème  qui  se 
pose  :  ou  bien  démontrer  dénoncé  classique,  ou  bien  trouver 
un  exemple  qui  le  démente. 

Qu'on  me  permette  en  terminant  quelques  mots  sur  la  nature 
du  problème. 

Revenons  d'abord  à  la  question  plus  modeste  :  Est-ce  que  tes 
distributions  sont  en  général  normales?  Mes  tentatives  à  la 
résoudre  ont  échoué.  Toutefois  on  est  tenté  au  premier  abord  de 
répondre  par  l'affirmati\e. 

Car  comme,  d'après  le  grand  théorème,  les  intervalles  dans 
lesquels  deux  distributions  |[ai]  et  [«2]  sont  infra-normales 
doivent  être  séparés  les  uns  des  autres,  et  que,  d'après  une  pro- 
position connue  de  la  théorie  des  ensembles,  l'ensemble  des 
mlcrvalles  st'parés  est  dénombrable,  il  paraît  que  les  valeurs  à 
distribution  iiifra-normale  doivent  être  de  même  dénombrables. 
Malheureusement  celte  conclusion  n'est  pas  tenable  :  en  etlet, 
tout  change  (|uand  on  se  rend  compte  du  caractère  asymptotitiue 


(  '  )  Borel,  Acta  Math.,  t.  \X,  p.  3(j5  «  sauf  1111  cas  exceptionnel,  l'ordre  apparent 
est  égal  à  l'ordre  réel  ».  —  Krafl,  Thèse,  p.  64  «  Die  Uriglcicliun^  v  (/•)<  o_,  ( /•)'+' 
besleiil  fiir  aile  Werte  a  mil  Ausnalime  hoclistens  eines  einzigen  ^^'ertes  ».  — 
lilumenlhal,  D.  Math.  Ver.,  t.  \VI,  1907,  p.  io3  «  Fur  aile  Werte,  mit  .Viisnalime 

liochstens  eines  einzigen,  ist  p{ /•)'+'  eine  Ordnung  \on  f{z)  ». 
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du  lli(M)r»'me  de  M.  Picard,  cest-à-dire  du  fait  que  la  séparalioii 
des  iiilei\alles  infra-iiorinaux  de  deux  dislribulious  [«,]  et  [«a] 
n'a  lieu  qu'à  |)artir  d'une  \nleur  siillîsainment  grande  de  /•,  dépen- 
dant des  nombres  a,  el  a-,- 

Quant  à  la  question  do  renoncé  classique,  je  commencerai  par 
faire  remarquer  qu'elle  n'est  pas  sans  antécédent  dans  la  théorie 
de  l'ordre  fini.  En  effet,  après  y  avoir  établi  le  théorème  de  M.  Pi- 
card, il  V  a  lien  de  se  demander  dans  quelle  mesure  les  irrégularités 
dans  l;i  croissance  d'une  fonction  causent  des  irrégularités  corres- 
pondantes dans  les  disiributions  [«].  C'est  une  question  très  ardue 
el  ([ui  n  a  été  entamée  jnsqu  à  pi'ésent  que  dans  le  cas  de  la  crois- 
sance régulière  (').  Or,  retournant  aux  fonctions  d'ordre  infini, 
rappelons-nous  que  les  fonctions-types,  bien  qu'elles  régularisent 
en  quel<pi<;  sorte  la  marche  delà  croissance,  se  comportent  encore 
d'une  façon  assez  capricieuse.  Si  Té-noncé  classique  était  vrai,  les 
distributions  [r/]  suivraient  ex;iclement  les  ca|)rices  de  Tordre.  Or 
ceci  assurerait  aux  fonctions-types  une  position  tout  à  fait  domi- 
nante dans  cette  théorie,  car,  d'après  ce  que  nous  avons  \u  au  Cha- 
pitre V,  il  est  invraisemblable  que  l'énoncé  classique  soit  vrai 
pour  les  fonctions-types  généralisées.  C'est  cette  hégémonie  même 
des  fonctions-types  qui  me  rend  l'énoncé  suspect.  Il  me  semble 
assez  probable  ipiil  faut  chercher  la  xérité  ailleurs.  Pour  indiquer 
la  voie  à  suivre,  je  pose  le  problème  dans  les  termes  suivants  : 

Indiquer  la  classe  la  plus  générale  de  fonctions  analogues 
aux  fondions-types  (par  exemple  les  fonctions  généralisées  du 
ChapitreV  )  telles  qu'en  définissant  l'ordre  et  l'exposant  à  l'aide 
de  ces  fonctions,  le  théorème  1  (Chapitre  \  )  et  le  grand  théo- 
rème de  M.  Picard  restent  en  vis'ueu/-. 


(')  liorel,  Fonctions  entières,  Note  II,  p.  117. 


NOTE  I. 


THEORIE  GENERALE  DES  FONCTIONS-TYPES. 
LES  FONCTIONS-TYPES  MINI.MA. 


Le  problème  dont  il  s'agit  dans  cette  Note  a  été  posé  au  Clia- 
pitre  II  (n"  4,  p.  23-24)-  Nous  y  reviendrons  brièvement  en 
ciiangeant  un  peu  l'ordre  des  idées. 

Soient  donnés  un  infiniment  petit  t  et  une  fonction  croissante 
11-  ^  (T-  (.r)  continue  au  sens  analytique.  Les  trois  conditions  : 


1  H 

T' 


I.      T(^')<T(.r)'+^pour  a^'=ar 

IL    T(^x)^w(x)   pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable  ^  ; 

III.  T(;r)  =  w{x)  pour  des  valeurs  infiniment  grandes   de  x, 

ou  bien,  si  s  décroît  trop  vite,  ne  sont  satisfaites  par  aucune  fonc- 
tion T(jf;)  ou  bien  définissent  un  ensemble  infini  iT^j  de  lonc- 
tions  continues  croissantes  T^i^x). 

Dans  le  numéro  cité,  nous  avons  construit  de  ces  fonctions  en 
faisant  des  hypothèses  particulières  sur  s  ;  mais  nos  procédés  étaient 
très  spéciaux  et  peu  propres  à  jeter  de  la  lumière  sur  la  constitution 
de  l'ensemble  ;  T^  ;,  ni  sur  les  conditions  auxquelles  doit  satis- 
faire linfiniment  petit  pour  que  l'ensemble  existe. 

Mais  nous  avons  aussi  fait  allusion  à  une  autre  méthode  de  (-«ms- 
truction  basée  sur  la  considération  de  la  fonction-type  minima, 
\alable  pour  tout  infiniment  petit  et  entièrement  satisfaisante  au 
point  de  vue  théorique.  C'est  cette  construction  que  nous  allons 
développer  ici. 

Je  commence  par  indi(juer  la  marche  du  raisonnement. 

Ecartons  d'abord  la  condition  III. 

Voici   I  avantage    de  cette   mesure  :  j  ai    démontré   rigoureuse- 
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menl  (  '  )  qu'il  existe,  pour  loul  infinimenl  petit  î,  des  fonctions 
Te(.r)  adjointes  à  s  et  d'nilleurs  aussi  grandes  que  l'on  veut.  Il 
existe  donc  un  ensemble  infini  (Tr  )  de  fonctions  salisfaisanl  aux 
conditions  I  et  II. 

Nous  démontrerons  cpie  cet  ensendjje  conlienl  un  plus  petit 
élément,  la  fonclion-type  niiniina  Q^ç(^),  dont  nous  étudierons 
les  propriétés.  Elles  nous  fourniront  pour  TinfininuMil  |)fiii  un 
critère  suffisant  pour  que  ^^(a?)  satisfasse  aussi  k  la  condition  III. 

Je  passe  à  la  démonstration. 

Théokè.me  principal.  —  U ensemble  (Tç)  contient  un  plus 
petit  élément^  Cj^x),  la  fonction-type  minima,  déjinie  par 

(a)  T.Jx)l^.{^-), 

inégalité  valable  pour  toute  fonction  T^  de  l'ensemble  et  pour 
toute  valeur  de  œ.  L'ensemble  (Tg)  contient  toutes  les  fonctions 
vérifiant  la  condition  i  et  (a). 

Pour  la  démonstration,  considérons  d'ahord  une  valeur  |)arli- 
culière  .ro.  Les  nombres  T^{X(,)  étant  tous  supérieurs  à  w[Xq)j  ils 
définissent  ou  un  minimum  ou  une  limite  inférieure,  quantité  qui 
sera  d«''sionée  par  Csi^a^o). 

L'ensemble  des  nombres  ^^{X(^)  constitue  une  fonction  uni- 
forme,  continue  et  ci'oissante,  et  qui  vérifie  les  conditions  I 
etW  de  la  croissance  typi(/ue. 

Il  n'y  a  rien  à  dire  sur  la  condition  11  et  sui"  le  fait  que  î^£(.r)  est 
uniforme  et  non  décroissante. 

La  (continuité  et  la  condition  I  sont  plus  difficiles  à  établir 
rigoureusement,  quoique  rmluition  géométrique  ne  laisse  aucun 
doute  sur  les  faits  mêmes.  La  difficulté  consiste  dans  une  question 
de  convergence  uniforme. 

Supj)osons  d'abord  ipie  les  nombres  T£(.ro)  aient  un  /)n/ii- 
mum  C£(.ro)  =  Tj"  (.ro).  Alors  les  choses  sont  faciles.  Car  consi- 
dérons la  fonction-type  continue  T5"'(.r).  (^.omme  pour  toute  \a- 


(')  Pour   éviter    des    longueurs  je    supprime    celte    démonstration.    Poui-   une 
indication  de  la  mclliode  t'oir  lu  fiole  (^)  an  bas  de  la  page  no. 
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leur  x^Xo 

«:.(.ro)  =  Tç°'(5'o);^€j(a7)lT^<"(-r), 

ou   a   (lahord    la  continuité  à   di'oile,    puis,    en   appliquant   la   re- 


lation à. r=  a"'„  =  :ry     "^ii'o)'^  la  condition  de  la  croissance  typique. 

Supposons  maintenant,  au  contraire,  que  les  nombres  Tg(xo) 
admettent  une  limite  in/é/ieure.  Il  s'agit  d'établir  qu'il  y  a 
une  suite  de  fonctions  Tj(j7),  Tl{.x),  ...,  Tj'"(:r),  ...,  unifor- 
mément continues  à  droite  du  point  Xq,  et  telles  que  les  valeurs 
Tj"'(j?„)  convergent  vers  la  limite  inférieure  ^£(^0)?  la  continuité 
étant  de  plus  uniforme  dans  tout  intervalle  fini  de  x. 

Ce  point  réglé,  la  continuité  et  la  croissance  typique  se  dé- 
montrent aisément   comme  il  suit. 

La  condition  de  la  continuité  uniforme  à  droite  stipule  qu'on 
peut  assigner,  pour  chaque  nombre  positif  g-,  un  nombre  positif  0 
tel  que,  pour  tous  les  n, 

(?•  T^'"(:r„-+-S)<n'"f:ro)  +  -, 

et  de   plus,    la    continuité    étant  aussi   uniforme    en  .r,   le  même 
nombre  5  est  valable /?om/'  tous  les  x^Xq. 
Or,  soit  n  choisi  de  sorte  que 


T'-i'\x,)<it,{xo)+  ^ 


AU) , 

il  S  ensuit 

(Y)  «c(^o+  S)iTi"'(:ro+ô)<t;,(:ro)  ^  a, 

ce  qui  prouve  la  continuité  de  ^e('^)  à  droite  de  Xq. 

Or  le  nombre  g  étant  le  même  pour  tous  les  x^Xq^  lîg  est  aussi 
uniformément  continue  à  droite  de  chaque  point  d'un  intervalle 
fini  quelconque,  d'où,  par  un  raisonnement  élémentaire,  résulte 
finalement  la  continuité  complète  de  ^e  à  droite  et  à  gauche. 

Pour  établir  la  condition  T  considérons  la  suite  des  valeurs 


Elle  conver-^e  ('Nidemmenl  \ers 
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et  l'on  a  généralement 

Par  suite,  comme  ^^(x)  est  continue  au  point  ^p, 

-„  et  7„  allant  vers  zéro  avec  -;  donc,  en  effet, 

(y')  ^,{x',)S^,{Xay-^^.  C.    Q.    F.    D. 

Il  ne  reste  donc  qu'à  faire  voir  l'existence  d'une  suite  de  fonc- 
tions Tj"'(:r)  vérifiant  la  condition  (jj)  et  convergeant  vers  ^.(xo) 
au  point  Xq.  Voici  comment  nous  allons  procéder. 

Soit  pour  commencer  (') 

une  suite  quelconque  de  fonctions  de  Tensemble  (Tj)  telles  que 
les  valeurs  /'"^(xq)  =  ^„"' convergent  vers  la  limite  ^[x^).  Si  ces 
fonctions  ne  remplissent  pas  d'elles-mêmes  la  condition  de  la  con- 
tinuité uniforme  à  droite  de  Xo^  nous  allons  les  cou|)er  à  ce  point, 
puis  remplacer  le  bout  à  droite  par  des  fonctions  spéciales  que 
nous  définirons  tout  à  l'heure.  Appelant  T'"^(^)  les  fonctions 
ainsi  obtenues,  de  sorte  que  T'"^  provient  de  la  fonction  t^"^  de 
même  indice^  nous  montrerons  qu'elles  sont  adjointes  à  s,  et 
uniformément  continues  à  droite  de  Xq. 

Les  fonctions  spéciales  o'"^(.r)  que  nous  introduirons  sont  défi- 
nies |)ar  l'équation 


où  l'on  a  écrit  £(•»)  au  lieu  de  z  pour  faire  ressortir  que  £  est  une 
fonction  décroissante  de  x,  tandis  que  e,,  désigne  la  valeur  de 
l'infiniment  petit  au  point  X(,  (-'). 


(  ')  Pour  abréger  l'écrilure,  j'écrirai  souvent  iix),  T(x),  etc..  au  lieu  de  il^(x), 
T. (a;),  etc. 

(*)  Ces  fonctions  ont  encore  d'autres  applications.  Je  m'en  suis  servi  pour 
démontrer  Texislence  de  fonctions  T^{x)  satisfaisant  aux  conditions  I,  II  poui" 
tout  infiniment  petit  e.  J'ai  construit  de  telles  fonctions  en  combinant  des  arcs 
de  courbes  9  avec  des  segments  horizontaux  {voir\i\  note  au  bas  de  la  page  118). 
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On  voit  sans  difficulté  que    ce   sont  des   fonctions   croissantes 
qui  ont  la  valeur  t^'''  pour  x  =  Xo  et  deviennent  infinies  pour 


(ô) 


(^'o"')". 


de  plus,  elles  sont  uniformément  continues  au  point  Xq. 

Ceci  posé,  considérons  la  fonction  l^"^{x)  à  droite  de  Xq.  Si  elle 
est  constamment  inférieure  à  c5*'"^(j:),  nous  poserons 

sinon  la  fonction  T'"^  sera  formée  de  la  façon  suivante  :  elle  sera 
égale  à  t''"^{x)  à  gauche  du  point  Xq,  à  droite  elle  aura  ses 
valeurs  égales  à  laplus petite  des  deux  quantités  t^"^(x),  cp*"^  (a?). 
11  en  résulte  qu'elle  coïncide  de  nouveau  avec  t^"'>(x)  à  partir  d'un 


t^'Hx/ 


certain  point  situé  entre  o^o  et  ^'"^  parce  que  es'"  (j;)  devient  in- 
finie pour  ce  dernier  point. 

Il  est  clair  que  les  fonctions  ainsi  définies  sont  unifonnémeut 
continues  à  droite  de  x^.  11  reste  à  montrer  ([u'elles  satisfont  par- 
tout à  la  condition  I  de  la  croissance  typique. 


1-2-2  NOTE    I. 

Or  soil  fl'al)or(l  x  un  point  lel  que 

T'"'(a7)  =  t'"'{T). 

Alors 

1 


et,  comme 

(Ç')  T("'(aT')l/('''(a^')         et         <t'''(a"')  £  ^"'(ar)i+£, 

11  V  a  évidemment  croissance  lypiiiue. 
Mais  soit 

T^"\x)  =  ot«'(a7), 
donc  X  >►  ^0-  Alors 


d'après  la  définition  même  de  la  fonction  cp^"'  (x)  [voir  formules  (ù) 

et  (8')],  et 

Or  ré([uation  (o)  donne  immédiatement 
donc,  finalement, 

ce  qui  complète  la  démonstration. 

Donc  les  fonctions  T'"^(:x),  uniformément  continues  à  droite 
de  ^0,  sont  certainement  des  fonctions-types  adjointes  à  s, 
c'est-à-dire  elles  satisfont  à  la  condition  I. 

Sont-elles  aussi  adjointes  à  <v'(.r),  c'est-à-dire  remplissent-elles 
la  condition  II?  C'est  ce  que  nous  ne  saurions  affirmer,  car  les 
courbes  cp'"^  peuvent  couper  la  courbe  w.  S'il  en  est  ainsi,  il  faut 
modifier  un  peu  la  construction,  ce  cjui  est  très  aisé.  En  effet,  au 
lieu  de  cp'"^(;r),  prenons  une  fonction  continue  croissante  quel- 
conque 'Y"^{x)  dont  les  valeurs,  dans  le  sejiment  (^Co'^'"')'  s<^i^l 
comprises  entre  celles  de  t^"^(x)  et  celles  de  o^"^{x),  et  telle 
(|u'elle  soil  partout  supérieure  à  iv(x)  {  fii; ■  5).  Employant  'V'" 
comme  nous  avons  emj)lojé  C3^"',  nous  arrivons  à  une  courbe  T'"'(a7) 


i 
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dont  on  démontre  immédiatement  la  croissance  typique.  Car  l'iné- 
galité (i^')  est  sauvegardée  parce  que  •Y"^'^t^"\  et  (X")  parce  que 

Or  nous  avons  supposé  (jue  ^v{.r)  est    une  fonction   continue; 

Fie.  5. 


l  "O 


on  en  déduit  l'existence  de  suites  de  fonctions  •l^"^Çx)  unifor- 
inémenL  continues  à  droite  de  .f„.  Il  est  inutile  d'insister  sur  la 
démonstration;  un  coup  d'œil  sur  la  figure  suffit. 

Les  fonctions  T"''(a7),  uniformément  continues  à  droite 
de  X(,^  sont  des  fonctions- types  adjointes  à  w[x)  et  à  s. 

Au  lieu  du  seul  point  o^o,  envisageons  finalement  le  segment 
total  (oXq)- 

Nous  venons  de  voir  que  nous  pouvons  construire  pour  chaque 
point  X  de  ce  segment  une  suite  de  fonctions-types  dont  les 
\aleurs  y  convergent  vers  la  limite  inférieure  Cç(a7),  et  qui  y  sont 
uniformément  continues  à  droite.  Mais  rapj)ortoiis-nous  à  l'équa- 
tion (o);  ^t{x)  étant  croissante,  il  est  manifeste  que  la  quantité  o 
de  la  formule  (^),  mesure  de  la  continuité  des  cs^"^(x),  reste  au- 
dessus  d  une  limite  positive  jiour  x'^Xa.  f^a  continuité  des  arcs 
'■^^"■(x)  est  donc  aussi  uniforme  en  .r  dans  tout  segment  fini  (oxo). 
11  en  est  de  même  des  arcs  •l^"^îx)  parce  que  i\>(x),  étant  continue 
dans  chaque  point  du  segment  {oX(,),  est  iiniformrment  continue 
dans  ce  se-rment. 


124  NOTE    1. 

Donc  les  fonctions  T^"^{x)  sont  bien  uniformément  continues 
en  /«,  et  en  x  dans  tout  le  segment  (ojto). 

Par  suite,  la  condition  (  |3)  est  prouvée  et  l'existence  de  la  fonction- 
type  minima  définitivement  établie. 

Propriété  caractéristique  de  la  fonction-type  minima. 

^e{x)  jouit  d'une  propriété  essentielle  qui  met  bien  en  lumière 
sa  liaison  étroite  avec  la  fonction  à  ajuster  w{x).  En  quittant  un 
instant  le  langage  rigoureusement  scientifique,  on  pourrait  dire 
qu'elle  ne  se  sépare  de  w{x)  que  quand  elle  y  est  absolument 
forcée.  Cette  propriété    s'énonce  par  le  théorème  suivant  : 

Si  pour  un  point  x 
et  que  l'on  détermine  x' par  la  relation 


l'inégalité  ordinaire  de   la  croissance  typique  est  remplacée 
par  V égalité 

Ou  bien,  d'un  énoncé  moins  précis,  mais  plus  suggestif  : 

Partout  oii  la  fonction-type  minima  s'éloigne  de  la  fonction 
à  ajuster,  elle  croit  avec  le  maximum  admissible  de  vitesse. 

Réciproquement  : 

Si  l' infiniment  petit  e  décroit  avec  une  lenteur  suffisante, 
cette  propriété  définit  complètement  la  fonction-type  minima. 

Soit  '(.r)  une  fonction-tjpe  adjointe  à  <v(^)  et  à  ç,  et  telle  que, 
pour  un  point  .r,,,  on  ait 
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et  en  même  temps,  en  posant  T(a'o )=':„, 


(X) 


~  (  ^0  )  "^  'o      "i  *^o  —  -^IJ 


Je  montrerai  qu'elle  ne  |)eiit  pas  èlre  la  fonction  minima. 
Car  si 

l'égalité  étant  exclue,  on  peut  trouver  un  nombre  t  tel  que 


(■:„-rT,-" 


En  eiTet,  ceci  est  une  conséquence  immédiate  du  fait  que  (t,, —  t'i-o 
et  ^1,  sont  des  fonctions  continues  de  <7,  ~{-r"f^)  une  fonction  con- 
tinue de  .r,', .  De  plus,  à  cause  de  (x),  on  peut  trouver  7  tel  que 

Soit  ^  le  point  à  gauche  de  x  où  t(^)  prend  la  valeur  t,,  —  7. 
Je  construirai  une  fonction-tjpe  plus  petite  que  Tq  au  point  Xq,  ce 
qui  prouve  que  ~{x)  n'est  pas  la  fonction  minima.  Du  point 
(;.  Tq  —  t)  de  la  courbe  ^(.r)  faisons  parlir  une  droite  horizontale 


Fig.    6. 


T/o;; 


'-(xj 


et  prolongeons-la  jusqu'à  l'abscisse  ^o-  Nous  la   continuons    par 
la  courbe  '^(x)  définie  par 

1 

1  H 


jusqu'à  son  intersection  avec  la  courbe  t(j:).  Cette  intersection 
aura  certainement  lieu  a\ant  Tabscissex^. 

Je  dis  que  la  courbe  obtenue  ^(.i')  est  bien  une  coiirbe-tv|)e.  11 
suKit  (le  montrer  (ju'elle  satisfait  à  la  comliliou  I  dans  lous  les 
points  du  trait  brisé  nouvellement  construit,  car  pour  b'S  points 
de  la  courbe  initiale  ~ (x)  la  cbose  est  évidente. 

C)r,  soit  d'aborti  x  une  abscisse  entre  ^  et  x^.  On  a,  parce  (pie 
sur  ce  segment  î  ^  îo, 


donc 

z(T')<-.ix')Sz{xl)^(zo—^)^^'-.  c.   Q.    F.   n. 

Soit  ensuite  un  point  situé  sur  la  courbe  '-^(x).  Puisque,  par 
définition, 

x' =  .ri  et         cp(3"jE  >  (to— 7)^-^ 

la  démonstration  est  encore  faite. 

Notre  courbe  est  donc  certainement  une  courbe-type.  Elle 
pourrait  ne  pas  être  adjointe  à  w{x),  étant  sur  le  parcours  de  '-^(x) 
inférieure  à  iv{x).  Alors  on  remj)lacerait  'j'{x)  par  une  fonc- 
tion •ii(x)  convenablement  choisie,  comme  cela  a  été  exposé  plus 
haut.  La  démonstration  de  la  propriété  caractéristique  est  donc 
complète. 

Passons  à  la  réciproque.  Soit  T^(x)  une  fonction-type  difte- 
rente  de  ^^(x)  et  qui  possède  aussi  sur  tout  son  parcoui-s  la  pro- 
priété caractéristique. 

Partons  d'un  point  quelconque  x  pour  lequel  Tj(x)  diffère 
de  '^^[x).  On  a  alors  nécessairement 

T=(t)  — tç(a7)  >  o. 

La  démonstration  consiste  à  établir  que  cette  dillerence  \a  en 
augmentant  de  telle  sorte  que  Tz(x)  devient  infinie  pour  une  valeur 
finie  de  l'abscisse. 

C'est  très  facile.  Car  posons 


THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  FONCTIONS-TMMiS.   LES   FONCTIONS-TYPES  MIMMA. 

Il  s'ensuit  x'<ZX.',  donc,  comme  il'après  rhy|)olli«'se 

T(x')  =  T(.r)'+£, 
a  /o/-iiori 

Tix')  >  3l(ar'), 
et  par  suite 

T{x')>  a>{.r'). 


On   passera  aux   points  x"  =  x'      'um''^  x"\    ...,  et  Ton  voit  que 
pour  tous  ces  points 

T(a^</^-')  >  iv(.r</''), 
ce  qui  entraine 

ilj.)  T(a7'^-+")  =  T(.ri'^-')'+ïi, 

£/f  désignant  la  valeur  de  l'inllniment  petit  au  point  x^''K 

Écrivons  l'expression  explicite  de  l'abscisse  ^'^+'^  Nous  trouvons 
immédiatement  par  suite  de  (ui.) 


=     I  +  ^        '  +  - 


T  =  'Y(x),  T=T{x'),  ...,  T'A-)  =  T(^''A-')|. 

Le  cas  qui  nous  intéresse  est  celui  où  l'infîniment  petit  décroît 
avec  une  lenteur  suffisante  pour  que  le  second  membre  reste  au- 
dessous  d'une  limite  fixe  pour  toute  valeur  de  /»". 

11  s'ensuit  que  les  ordonnées  correspondantes  vont  \ers  l'infini, 
ce  qui  est  absurde,  car  la  l'onction  T(x')  deviendrait  infinie  pour 
une  valeur  finie  de  x. 

La  fonction  supposée  Ti[x)   ne   peut  donc  pas  exister. 

La  condition  II 1. 

Les  dernières  considérations  conduisent  facilement  à  un  théo- 
rème très  général  sur  l'existence  de  fonclions-tjpes  adjointes  à 
w{x)  et  à  £,  c'est-à-dire  satisfaisant  aux  trois  conditions  1,  il,  IIL 

SGit:r,,  .To,  .  . .  une  suite  de  points  s'éloignantà  l'infini.  J'énonce 
le  théorème  : 

Si  ô  =  3;(.r)  est  tel  que  pour  tout    indice  i  les  points   sac- 


ia8 
ce  s  s  ifs 


X.      X  ,      X  , 

1  .  1 


,,.|U+i,-»)Ii(^')  ,„_      „^'^  ^^„J.)^i■>■t^■')W+H'■n^(x■) 


tendent  vers  une  liniile  finie,  la  fonction  niinima  ^L^ix)  a  des 
points  infiniment  éloignés  communs  avec  w{x).  Elle  est  donc 
adjointe  à  w[x). 

Car  coiislruisons  |)our  tout  indice  /  les  points  successifs 

^,     ?',     r,     •••, 
,  + L_  1^        ' 

el  raisonnons  })ar  iabsurde.  Si  ^£(^)  >  w{x)^  il  vient  ;'  <<  x' .  Si, 
de  même,  '^£(i')  >  *v(i'),  nous  trouvons  a  fortiori  en  appliquant 
(2-),  ^' <ix".  Généralement,  si  Cj(;f'^')>(v(H^*^)  pour  tout  indice  A", 
il  vient  aussi  pour  tous  les  indices  ;^*'<<iC'*'.  Donc,  comme  les 
x^^^  tendent  vers  une  limite  finie,  la  fonction  ^£(^)  deviendrait 
infinie  pour  une  valeur  finie  de  x.  Donc  il  y  a  certainement, 
entre  Xi  et  limj:^^  ,  un  point  pour  lequel  ^^(^x)  =  iv(x). 

C'est  le  résultat  auquel  je  voulais  aboutir. 

Sur  les  fonctions  discontinues.    Les  fonctions-types  normales. 

Considérons  des  fonctions  croissantes  (V'(j")  dont  les  ordonnées 
présentent  des  sauts  brusques  dans  un  ensemble  de  jioints  isolés  X/. 
Ce  sont  ces  fonctions  que  nous  avons  aussi  appelées  géométri- 
quement continues.  En  général  elles  n'admettent  pas  de  fonc- 
tions-types minima.  En  effet,  dans  nos  démonstrations  la  conti- 
nuité de  iv[x)  a  joué  un  rôle  tout  à  fait  essentiel  ('  ).  Du  reste,  il 
est  très  aisé  de  donner  des  exemples  de  fonctions  discontinues  (v(^) 
sans  fonction-ty|)e  minima  adjointe.  C'est  une  simple  consc- 
(piencc  du  fait  (pie,  par  sa  définition  même,  la  fonction-type  est 
une  fonction  continue. 

Dans  ces  circonstances  il  est  utile  d'introduire  une  classe   de 

(')  On  en  fait  usai;c  partout  où  interviennent  les  (onctions  'lf{x). 
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fonclions-tv|)es  dont  les  propriélés  se  rapprochent  de  celles  des 
fondions  niinima.  Ces  fonctions  que  j'appelle  normales;  et  (jue  je 
désii^nerai  par  T£(.r)  sont  caractérisées  parla  proposition  suivante  : 

Toute  fonction-type  ^Y^^i^x)  adjointe  à  w[x)  et  à  z  satisfait 
constamment  à  la  relation 

Pour  construire  une  fonction-type  normale,  considérons  les 
points  de  discontinuité  X,  de  w(^x).  Posons,  avec  une  notation 
connue, 

W/=   M^(X/-h0). 

On  peut,  aisément  et  de  manières  très  diverses,  former  des  fonc- 
tions croissantes  co/J^;/î«^5  w(.^•)  qui  coïncident  avec  w{x)  partout 
sauf  à  tranche  des  points  de  discontinuité  dans  de  petits  intervalles 
{xilLi)  dont  l'abscisse  initiale  Xi  sera  assujettie  à  la  condition 


(?)  X,<.r,.    ^r^'. 

Soit  alors  '^{x)  la  fbnctiou  iniuima  adjointe  à  s  et  à  is)(^x)]  je  dis 
que  '^{x)  est  une  fonction-type  normale. 

Pour  le  voir  il  suffit  d'établir  que  toute  fonction  Tç(x)  adjointe 
à  w{^x)  satisfait  à  l'inégalité 

(7)  Tç(a7)i+ï:iw(a7). 

Car  alors  la  relation  cherchée  (tz)  s'ensuit  du  caractère  minimum 
de  '^{x)  et  du  fait  que  la  puissance  T^[xy^-  est  aussi  adjointe  à  :. 
Or  l'inégalité  (7)  est  évidente  dans  tout  point  où  iù[x)  =  w{x). 
Elle  n'est  donc  douteuse  que  dans  les  intervalles  (^/X,).  Soit 
X  un  point  d'un  de  ces  intervalles.  Nous  supposons  ^t{x)  <<  W,, 
car  dans  le  cas  contraire  (t)  serait  encore  évidente.  Or,  par  suite 
de  la  croissance  typique  de  T^l^x) 


Tç(iF)«+î^T=(ar';,         x' =  x      t-J-^i'^-"  . 
Comme  par  hypothèse  T^i^x)  <;  W  ,,  l'inégalitt"  (p)  donne 
37' >X/,         donc         Tç(.T-)>+ï^W/>co(a:). 


Y.    D. 

9 
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Pour  terminer,  notons  que  ces  considérations  sur  les  fonctions 
discontinues  ont  une  application  importante  aux  fonctions-types 
adjointes  à  des  ensembles  de  points.  Garces  fonctions-tvpes  sont 
aussi  adjointes  à  une  fonction  discontinue,  la  li-ne  brisée  en  gra- 
dins, considérée  au  Chapitre  II  (n°  5,  Remarque  III  ). 


NOTE  II. 

LE  FACTEUR  PHIMAinE   DE  WEIERSTRASS. 


Le  théorème  prinripal   que   nous    allons  démontrer  peut,   sous 
une  forme  abrégée,  s'énoncer  ainsi  : 

On  a,  pour  toutes  les  valeurs  complexes  de  u  et  pour  tous  les 
entiers  positifs  p, 

|E/,(»)i  =  \{i-u)e'^^^"'^  /-  |<e"'i''". 

(^ette  proposition  est  nouvelle.  Car  il  ne  faut   pas   la   confondre 
avec  1  inégalité  connue 

dont  on  trouvera  des  démonstrations  chez  MM.  Borel  ('),  Lin- 
del(")f  (-),  Pringsheim  (*).  En  efl'et,  dans  cette  formule,  on  ne  sait 
rien  sur  la  manière  dont  gp  varie  avec  p.  En  particulier  donc, 
^'^  pourrait  croître  à  Tinfini  quand />  y  tend  ('•).  Les  formules 
qu'on  trouve  pour  gp  chez  les  auteurs  cités  \^voir  notamment 
Pringsheim,  toc.  cit.,  formule  (4^^)]  feraient  même  prévoir  qu'il 
en  est  toujours  ainsi.  J^a  nouveauté  de  notre  proposition  consiste 
donc  en  ce  qu'elle  monti'e  que  cette  supposition  est  erronée  ('). 
Passons  maintenant  à  la  démonstration. 


(')  Fonctions  entières,  p.  5i-52. 

(-)  Acta  Soc.  Fenn.,  t.  XWI,  p.  2. 

(^)  Math.  Ann.,  t.  LVIII,  p.  299-800. 

(^)  Pour  les  auteurs  cités  qui  ne  s'occupaient  que  de  produits  canoniques 
d'ordre  fini,  le  point  était  sans  iinporlance.  M.  Boutroux,  qui  a  utilisé  la  foniiBle 
pour  la  discussion  de  produits  d'ordre  infini,  a  dû  se  servir  d'un  artilice  spécial 
pour  éviter  la  difficulté  signalée  {Acta  Math.,  l.  WVIII,  p.  192). 

(')  J'ai  l'ait  ces  recherches  en   1904,  sans  toutefois  les  publier.   Pendant  que  ce 


l32  NOTE    11. 

Écrivons  le  premier  membre  sous  forme  exponentielle  : 

\E,,(u)\=e  ^        •'  P  ^  =  e     ^  '  /' J, 

A  désignant  la  partie  réelle.  Si  donc  il  s'agit  de  choisir  le  nombre 
réel  gp  de  sorte  que  la  fonction  est  <  e^V'"''"^',  il  faut  j^rendre  gp 
au  moins  égal  à  la  plus  grande   valeur  de  l'expression 


<'R    logd—  u)^  u-\-  - — h.  .  .H 


c'est  donc   cette  plus  grande   valeur  que    nous    allons  chercher. 
En  d'autres  mots,  nous  allons  prouver  le  théorème  suivant  : 

Dans  tout  le  plan  des  a  =se'-^  et  pour  tout  entier  positif  p  la 
fonction 

1  c'R    lo"- (  1  —  a )  -f-  «  H 1- . .  .  H 

i°-<».^)=-^ HTF-^ ^ 

(a)       '  '     .  ^ 

logl   I    —   M  I   -H  5  COS'y  -+-    -   S-  COS'lCp  H-  ...  H S  I'  COS/J  Ci 


reste  au-dessous  de  la  valeur  i. 

Etudions  d'abord  sommairement  la  fonction  G(').  Elle  devient 
infinie  négative  pour  u=  i^  c'est-à-dire  s=^  i,  '^=0;  elle  s'an- 
nule pour  s  =  GO.  Son  attitude  est  plus  compliquée  au  point  5  :^  o; 
la  première  ligne  de  (a)  nous  donne,  en  développant  en  série  et 
|)renant  la  partie  réelle, 

G (5,  q)  = cos( p  4-1)9 s  cos( p  -1-2)9  — •  •  •  • 

'  /J  -*-  I  p  -r-  -1 

Le  point  *•  =  0  est  donc  un  point  d^ indétermination  de  la  fonc- 
tion, mais  ^^.v  valeurs  qu\^Ue  y  prend  sont  toutes  ■<  • 

'  j  ■'  p  -+-  i 


livre  était  à  l'impression,  à  peu  près  les  mêmes  résultats  ont  été  énoncés  par 
M.  Denjoy  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  (t.  CXLVI,  p.  i384-i386, 
29  juin  1908).  Les  mcllunlcs  de  M.  Denjny  ne  dilléreiit  des  nôtres  (|ue  dans  des 
détails. 

(')  Nous  écrirons  G  au  lieu  de  G     partout  où  il  n'y  a  pas  de  confusion  possible. 
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¥ai  dehors  des  points  nienlloaaés,  la  fonction  est  partout  con- 
tinue. Si  donc  elle  prend  quelque  part  des  voleurs  supérieures 

à  j  elle  doit  avoir  du  moins  un  maximum. 

p-^i 

Nous  chercherons  les  points  maxima  et  déterminerons  les  valeurs 
que  la  fonction  G  y  prend. 
Formons  donc  les  équations 

dG  ôG 


-—  =  o,  —  =0. 

ds  (K 


En  employant  les  formules 


on  trouve 

(T) 


costp  4-  s  cos'^'f  -i-. .  .-1-  sP-^  cospo 

Sl'-^l  C0S/?'5  —  si'  COS(  p  -i-  I  )'v  — •  s  -t-  COiO 

"  1  •  —  «  1'  ' 

s  sincp  -1-  5-  sin  icp  -f-. .  .  -H  s''  s\npo 

si'~*'^  sinp<f — -  sP-*-^  sin(/?  -i-  i)o  -f-  a  sin  o 
~  I  I  —  if  I  - 

I    I  ff  |2  =  1  —   ZS  COS(y  -1-  S-, 

dG  P -^  ^  n         '   scosp-0  —  cos(/>-t-i)o 

^=  —   (j   H-    -    : r: '-  > 

Os  S 


dG        sin(/5-i-i)9  —  5«in/'Ç) 
(Jo  I  i  —  Il  \  - 


La  formule  (^)  donne  la  valeur  de  G  pour  chaque  point  maxi- 
mum : 

Discutons  la  condition 

—  = 

Je  démontrerai  d'abord  un  lemme  très  simple  : 

p  étant  un  entier  positif,  on  a  pour  toute  valeur  réelle  de  o 

/  '•in/' V   „ 


i34 


sin  a 


est 


En  eflel,  on  remarquera  dahoid  (|iie  la  courbe j':^ 
périodique  avec  la  période  t.  et  <|ue.  de  plus,  elle  est  symétrique 
par  rapport  à  Taxe  '^  =  -•  Il  siiffil  donc  de  ilc'iiionlrer  l'inéga- 
lité (e)  pour  'y  =  -- 

Or,  o  et  'v,  étant  deux  valeurs  ^  -  »  et  es  <  '-^i,  on  sait  qu'on  a 

^< i,  (1  où  •—        -^^ 

Ci)  !J!  SI  II -y  'i 

Posant    o,^ />'^,    on   démontre   (e)    pour   le   cas  C5< Mais,  à 

partir  de  es  =  —  5  l'inégalité  est  évidente.  Car  alors 


sino  >  sin  —  >  - 
■j.p       p 


\  ip      ■       ?.  / 

La  relation  (e)  est  donc  démontrée  dans  tous  les  cas. 

Entrons  maintenant  dans  la  discussion  de  l'équation  —  =  o  et 


supposons,  en  premier  lieu,  qu'of>  n'ait  pas  à  la  fois 
sin(/? -H  i)cp  =  o,  sin/^ç;  =  o. 

sin(/?  -+-  I  )cp 


A  loi 


(^) 


sin/;i  o 


Pour   substituer  dans  (ô),  remarquons  qu'avec  cette  valeur  de   s 

on  a 

sin(/7  H-  1)0 


>\npo 


(coso  -T-  i  sincj>) 


I  H ^ ^  [cos(yD-1-l)9-Hisin(o-HI)ï'l. 

sui/jcp 


ce  qui  donne 
Donc  (0)  devient 


sincp 


^m.ix  ' 


sin/?tp 
I       sinyP'y 


p-^i 


H), 


(')  Notons  aussi  la  formule 

GniHx 


/^  -t-  I      I  1  —  W  I 

Ou  l'appliquera  utileineul  clans  de»  questions  traitées  par  M.  Denjoy, 
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donc,  par  suite  de  (  =  ), 

(  r^  )  Gmax  < "  • 


Pour  les  valeurs  considérées  de  .p,  G  reste  donc  bien  au-dessous 
de   I . 

Supposons,  en  second  lieu,  que,  dans  l'équation  — -  =  o,  les 
deux  sinus  s'annulent  à  la  fois. 

\lors,  ou  bien  -j  = -.  ce  qui  donne,  par  suite  de  (ô), 

r       _  <-!)''      ' 


/J  -i-  1      5-1-1 

valeur  plus  petite  que ;  ou  bien  -^  =  o,  ce  qui  donne 

(  "n"  )  Giiiax  = 


/>  -r-  I    S  —  l 

Donc,  s'il  j  a,  sur  la  droite  es  =  o,  un  point  niaxinium  de  G,  son 
rayon  vecteur  5  est  certainement  plus  grand  que  1 ,  car  Go,a^  ne 
saurait  être  négatif.  Je  ferai  voir  de  |)liis  que  le  rayon  vecteur  doit 

être  au  moins  éiial  à  1  H —  •  En  effet,  pour  i'  <<  1  H — ;  la  dérivée  -r- 

P  p  00 

a,  au  voisinage  de  cp  =  o,  le  même  signe  que  o  [voir  (y)],  ce  qui 
ne  serait  compatible  qu'avec  un  minimum  de  G  pour  -^  z=  o. 
Donc,  ou  bien  il  n'y  a  aucun  point  maximum  sur  la  droite  consi- 
dérée, et  alors  par  ce  fait  même  l'inégalité  (tj)  est  valable  dans 
tout    le    plan,  ou   bien,    d'après    (r,"),    le   maximum    de   G   sur  la 

droite  'i  =  o  est  au  plus  égal  à  (  '  ). 


(')   En    vérité,    il    y   a   bien    un    point  maximum  unique  sur  tp  =  o.  Considérons 
en  eCTel  la  fonction 

^   (5,  o)  =  —  log    5  —  I— (5-1 h.  ..-(--H 

qui,  pour  5  ^  o.  a  les  mêmes  racines  que  -r--  Sa  dérivée   a  la  valeur  très  simple 

I  5»'+' 


p-^  I     (5  —   !)■' 

et  l'on  conclut  aisément  que -r-  (5,  o)   n'a   aucune  racine   pour  5  <  i   et  une  seule 
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Kii  tout  cas  on  a  donc,  dans  toul  le  plan. 

et,  par  suite,  on  |)cut  énoncer  ce  ihéorènie,  plus  précis    que  celui 
donné  au  déhut  : 

J^our  toutes  les  valeurs  de  u,  et  pour    chaque  entier  p ,    le 
facteur  de  Weierstrass  satisfait  à  rinésalité 

(J)  \E,{u)\SeP^' 


DEUX    COMPLEMENTS. 

1°  M.  Lindebif  (  '  )  a  proposé  une  généralisation  aisée  du    théo- 
rème sur  le  facteur  primaire;  il  pose 

I  E/,(«):  <e^,.,..i""'^"         (o|ali). 
En  ap|)lic{uant  nos  méthodes  à  la  fonction 

/a     log(  I  —  ?<  )  +  «  H h  ...  H 

<>,..,(«,  T)=^ j^ e^- 

on  s'assure,  en  faisant  des  changements  immédiats,  que  gp  «  reste 
encore  au-dessous  d'une  limite  fixe  indépendante  de  p  et  de  a. 
En  eflfet,  on  trouve 

_     «'-«      5COS/)Cp  —  C0s(/?4-l)(i 

'-'inax  —   —, •> 

/-/  -H  a  I  I  —  a   - 


racine  pour  i>i.    Des  raisonnements   plus  délicats  permettent  encore  d'affirmer 
qu(;  celte  racine  est  située  entre 

I  3 

s  =  iH —         et         5  =  1-1- 

P  ■^■P 

(')  Lindeiof,  Théorie  des  fonctions  entières  (Actn  Soc.  Fenn. ,  l.  \XXI, 
p.  2);  Pringslieim,  Ganze  Funktionen  endlicher  Ordnuni:;  {Matli-  Ann., 
t.   LVIII,  p.  299). 
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el  par  suite,  si  o  <C  |  -^  |  <C  ~> 

_        r        (sinf/? -4- i)ci)i-^(  sin/>o)*        (/> -4- i )'-*//•' 
/>  —  a  SU)  tp  l>  -r-  'J. 

et  (  '  ),  si  çp  =  o, 

cl— a  I 

n         * ' 

'-'niax  —  ' 

p  -\-  %  a  —  \ 

l'onnule   dans    laquelle    s    est    nécessairement    >  i -[-  -  -   La  fonc- 
^  P 

lion  étant  décroissante  pour  5  >  t ,  on  trouve  dans  tous  les 

s I  ' 


cas 

(Ja) 


'/',«  = 


donc  gp^:t,  peut  être  pris  égal  à  ce  nombre  et  reste  fini  (-). 

2"  Le  second  complément  me  semble  plus  important.  En  effet, 
ces  développements  assez  longs  n'auraient  pas  de  raison  d'être  si 
le  résultat  ne  pouvait  prétendre  à  une  exactitude  correspondante. 
Or  il  serait  tout  à  fait  inexact  dans  le  cas  suivant,  qui,  a  priori, 
ne  parait  pas  impossible.  Le  maximum  de  la  fonction  G  ne  reste- 
rait   pas    seulement   au-dessous    d'une    limite  fixe   pour   tous   les 

entiers  p,  mais  il  décroîtrait  même  vers  zéro  avec  -•  Dans  ce 

'  P 

cas,  la  constante  i^p  du  théorème  sur  le  facteur  primaire  tendrait 
vers  zéro  pour  les  grandes  valeurs  de  p. 

Or,  on  peut  réfuter  cette  supposition  en  démontrant  que  0^,(5,  cp) 
prend,  pour  tous  les  entiers  />,  des  valeurs  au-dessus  d'un  nombre 
positif  fixe. 

On  arrive  à  cette  démonstration  de  plusieurs  manières  diffé- 
rentes. La  méthode  que  nous  allons  choisir  ne  donne  pas  le  résultat 
le  plus  exact,  mais  elle  est  intuitive  et  exige  les  moindres  calculs. 

Reuiarquons  d'abord  que  les  points 

^  ip  -\-l  V       -  _r-  / 


(  '  )  J'omets  le  cas  9  =  r. 

(^)  Cet  énoncé  est  vrai  aussi  ilans  le  cas  p  =  \^  a  =  o,  qui.  d'ailleurs,  ilemand' 
quelques  raisonnements  à  part. 
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sont  les  points  inaiinia  de  G;,  sur  le  cercle  5  ==  i ,  car  il  vient 
sin/)9>t=  sm(/>  -f-  i)'ç./;  =  cos  _    ,  cos/;ci>i-  =  —  cos(/)  -4-  i)'i/;  =  sin  -^  > 

donc  -—  s'y  annule  et  la  dérivée  seconde 

0(5  -^ 

c^^G         ( />> -^  1  )  cos( /y  —  i)s — psQii^p'^  'issino     ()G 

y  est  négative. 

Nous  allons  calculer  G,,  pour  des  points  voisins  de  (  1 ,  'Jq)? 


Yo  —  


Nous  écrirons  G(5), — {s)  au  lieu  de  G(5,  csq),- — (•^? 'fo' 


Partons  de  la  dérivée  --  :  on  trouve,  pour'i  =  '^o, 


ds 

(27)     5-—  =— (/>-M)G-<-/f.s-,  cp„).      /(«■'■eo)=— -^ ' ;  sin^. 

as  j      ^  1   /       j  y       .  1  —  25  co>:p„-+-  S''  ■>. 

Cette  formule  permet  de  conclure  en  premier  lieu  que  G  (.s)  est 
positive  pour  toute  valeur  de  5,  car  elle  donne  d'abord  pour  5  =  0 

G(o)  =■' • —  =  ■ sin  —  >  o, 

puis  elle  nous  assure  que  G  ne  peut  jamais  passer  du  positif  au 
négatif.  Car  si  G  s'annulait  en  un  point  s  >>  o,  la  dérivée  y  aurait 
la  \dXt\xT  positive 

En  second  lieu,  nous  allons  comparer  G  à  y  dans  un  intervalle 
particulier  voisin  de  5  =  1 .  Si  pour  une  valeur  5  de  l'intervalle 

(  i)  I  —  sincpui  s  £  I -t- sinou 

on  a,  y.  étant  un  nondire  positif, 

G(Oè  -^/(^, 'fo), 

0{s)  est  l)ien  au-dessus  d'une  limite  fixe.  Car  la  fonction/,  dont 
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la  denvee   -r-  =  sm  -i ^ — - —    passe    du   posilir    au 

as  ■>      (I  —  -i  s  cos  cp^  -+-  s- 1-        '  ' 

négatif,  n'a  pas  de  minimum  pour  o  <C  .s  <C  oo  ;  elle  prend  donc 
sa  plus  petite  valeur  dans  l'intervalle  (  •.)  à  une  des  deux  extrémités. 
Or,  comme 

.  I  adzsin'Jo 

/(i  ±  sinoo,  '-fd  ) 


4  sin  -i— 

5». 

I 

2d=  sintpo 

2 

2 

4sin-^\  •).  rbsincjg — «in- 

c'est  le  point 

(|ui  fournit  le  minimum  cherché,  et  ce  minimum  est 

I       I 
>  7 


4     •    90 


On  a  donc 


^ai  I  ai  a2/?-+-i 

4   /->  -4-  I      .     ci,i        2  'j;,)  /J  -+-  I         2  -     jy  -4-  I 
sin  -i—  ' 


(juantité  qui   reste   au-dessus    d'une    limite   fixe    pour   toutes  les 
valeurs  p. 

Supposons  donc  au  contraire  que,  dans  l'intervalle  en  question, 
on  ait  partout 

G<—^f{s,Oo)  (aSi). 

/>  -H  I 

Alors  la  formule  (3?)  nous  donne 

et  par  suite,  en  appliquant  le  théorème  de  la  moyenne, 

/(5,  0^))ds, 

s'  désignant  un  nombre  de  l'intervalle  ('.). 

Or  nous  venons  de  voir  que  G(  1  —  sin'>p„)  est  positif.  Calculant 
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l'intégrale,  on  trouve 

f(s,9Q)ds  =  i\n  ^    / '^ 

1— sinÇo  "^l  — sin3o  ' 

=  cos  -=—  arc  tang- 


ds 


lane*  ^- 
^     1 


'A -^- sin  çpo— sin- -i— 
-  sin—  lo2 > --^    cos-^  (>). 

2  2  ''  .  .     ./fo  V2  2/  2 


sin'^o —  sin--^— 
2 


Donc 


?o 


(y.)  G(i-4-sincpo)>  — ^(^-  -  yj  cos^ 

quantité  qui  reste  également  au-dessus  d'une  limite  fixe. 

Dans  tous  les  cas,  G;,(5,cpo)  prend  donc  sûrement  des  valeurs 
finies  indépendantes  de />. 

Passant  aux  grandes  valeurs  de/?,  on  fait  le  choix  le  plus  avan- 
tageux de  a,  en  prenant 


Alors  les  deux  limites  inférieures  (x')  et  (x")  de   G   deviennent 
égales,  et  nous  pouvons  énoncer  le  théorème  complémentaire  : 

Pour  toutes  les  valeurs  p  le  maximum  de  Ç^p  dépasse  une 
quantité  finie  indépendante  de  p.  Pour  les  grandes  valeurs 
de p^  le  nombre 

-    'i.  -\-  TJ-  2  -+-  -"-  4 

peut  ser^'ir  de  limite  inférieure  (-). 


(') 

o  ■>  I  I 

arc  tang =  arc  lang >  arc  tang  —  arc  langl  col  — 

„a„  C5,,  »„  »,,  ^  '■■  ' 

tang--^  tang—  lang—  tang — 

'2  ■>  ■2  2 

parce  que,  pour  p^i, 

2 
>  I. 


(-)  Notre  mélliode  iiulique  clairement  du  reste  que  le  maximum   est  certaine 
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On    s'assure    de    même    par    un    choix    convenable    de    a   que 

7  — —  est  une  limite  inférieure  de  G^  pour  toute  valeur  de  p. 

Mais  j'omets   ces   calculs,    peu    élégants.   J'énonce    seulement  le 
théorème  définitif  dans  la  forme  suivante  : 

Le  plus  petit  nombre  g p  tel  <jue 

|E„(«)||e^,-i«i''"' 

est  compris  entre  les  limites 


UN    THEOREMK    SUR    LES    PRODUITS    I>FIMS    DE    FACTEURS    PRIMAIRES. 

Les  recherches  qui  suivent  ont  été  nécessitées  par  la  construc- 
tion d'un  exemple  de  produits  canoniques  généralisés    (Chap.  V, 

n"  t). 
Soit 


^■'''>=li''''\i) 


un  produit  convergent  infini  de  facteurs  primaires;  il  s'agit  de 
trouver  une  limite  inférieure  suffisamment  précise  du  maximum 
de  |7t(-3)]  sur  tout  cercle  |^]  :=consl.,  ou  bien  au  moins  sur  une 
infinité  de  tels  cercles  croissant  à  linfini.  Dans  le  cas  d'un  pro- 
duit d'ordre  fini,  où  tous  les  factcnirs  ont  même  degré  /;„  =  />,  le 
problème  a  été  traité  et  résolu  incidemment  par  M.   W  iman  ('). 


ment  supérieur  et  non  pas  égal  à  la  limite  assignée.  Car,  ou  bien  G  (*,  »„)  a  un 
maximum  ou  décrott  pour  une  valeur  s,,  de  I  intervalle  (i);  alors,  daprès  (2r), 
G(«o'?o)  = /(*in?o)i  quantité  CDiisidérablemeiit  plus  grande  que(x');  ou 

,     .    .      ()G 
bien   la    dérivée    -—    est    positive    à    l'inlérieur    et   aux   limites    de    (t);    alors 

Gniax>  G  { I -f- sin<p„).  —  11  parait  que  G(s,  f)  a  son  plus  grand  maximum  sur 
l'axe  to  =  o.  KMe  y  prend  des  valeurs  >  r,  — ^- —  {  Voir  aussi  la  Note  citée  de 
M.  Denjoy,  n"  5.  ) 

(')  A.  VViman,  Sur  le  cas  d'exception  dans  la  théorie  des  fonctions 
entières  {Ark.  for  Mat.  Astr.  Fys.,  t.  I,  ><jo4,  voir  notammenl  p.  333  et 
suiv.) 
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Dans  le  cas  de  Tordre  infini,  le   problème  ij;énéral  j)araîl  malaisé 
à  aborder.  Nous  nous  bornerons  à  lëtude  d'un  cas  spécial. 

Limile  inférieure  du  maximum  de  G(5,  ':i)  sur  un  cercle  s=^So. 

La  proposition  suivante  sert  de  lemme  pour  les  recherches  que 
nous  avons  en  vue  : 

//  )   a  sur  chaque  cercle  s  =  const.  des  points  pour  lesquels 
(X')  G,.is,o)>  — ' ^^, 

a  étant   un    nombre  fixe.   Ou  bien,   il  y  a  sur  chaque  cercle 
s  =:  const.  des  points  pour  lesquels 


(X)  \E„i^u),>e'-'    "'-' 

Posant 

(4  A- -H  Dr  ,     <     ,  - 

.,  =  --^---         (ol.A-,^-,), 

considérons  les  valeurs  cp  limitées  par  les  Inégalités  suivantes  : 

Je  dis  tout  d'abord  que,  pour  ces  valeurs  de  cp,  nous  pouvons 
assigner  une  limite  inférieure  positive  de  la  fonction  f{s,  'v) 
employée  précédemment.  En  effet,  dans  les  intervalles  (jj^'),  les 
deux  quantités  cos  j)  z>  et  —  cos  (p  -+-  i)cp  sont  positives  et  vont 
respectivement  de 

sin    — 7 — — -i a      SMi-i— 

et  de 

.     «Pa-  ,  .     /  3  O/,         cpA  \ 

sin   --  a      sin     — 7-   -t-  -7^     • 

4  \   4         4/V 

Par  suite  de   l'hypothèse  2k%p  —  1,   elles  restent  constamment 

supérieures  à  sin-^-    Substituant  dans/  (5,  a),  nous  pouvons  donc 
4 
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écrire  1  inégalité 


([ji)    /(5,o    =  '-^ ^-^ — ^  >  sin^- > 

•  1 —  ^.i  coscp  ^- s-  4     1  —  u.s  coscp -H  s- 
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Dès  lors,  la  iléinonslralion,  très  simple,  se  fonde  sur  l'élude  de 
ds 


la  dérivée  -r— •  Puisque 


(3^) 


G(5,cp),  en  vertu  de  (jj.),  ne  peut  décroître  que  si 

(v)  G(.v,  (f)> 


•    '■?'•■ 

/>   -f-  1      5  -f-  I 


Supposons  donc  que,  pour  s  i=  5o,  G  soit  égale  au  second  membre. 
Alors,  pour  les  valeurs  5  >■  5o  voisines  de  5o,  ou  bien  elle  va  en 
augmentant,  ou  bien  elle  vérifie  l'inégalité  (v).  Donc,  comme  le 
second  membre  décroît  quand  s  augmente,  la  diflerence 


G(5.Ç)- 


sin-i— 
4 


ne  peut  jamais  passer  du  positif   au   négatif.   Or  (3)   montre    de 
plus  que,  pour  s  ^  o, 


G(o,  9)  = 


y"(o,  o  )         —  r.os(  p  -*-  I  )  o 


le  signe  =  n'étant  valable  que  pour 


J>-^  I 


4{p  ^  i  ), 
Donc  U ini'^alité  {'j)  subsiste  poia-  toutes  les  valeurs  s. 

Nous  sommes  conduits  au   théorème  avancé  en  ap|)li(|uant  cette 
inégalité,  par  exemple,  à  un  nombre  '.2  >>  -  des   intervalles  (m.). 

(>ar  alors  sin^  reste  au-dessus  d'une  limite  positive  finie,  imb'-- 
I 

pendante  de  p. 

Appliquons-la  d'autre  parla   un   laxoii  \c<'lciir  'i,,  silué  dans  le 


'  «'0  — 
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premier  intervalle  (jj.)  : 

on  trouve 

n.    )  G(  5,  On)  > sin > r> 

'     '  p  -h  l     s  -T-  l  I  (■>./>>  -t-  I  )  s  —  l    p^ 

a  désignant  encore  un  nombre  fixe.  Nous  aurons  à  nous  servir  de 
cette  inégalité  dans  un  cas  où  ()/)  n'est  pas  applicable. 

Le  prorluit  infini. 

Le  produit  infini  de  facteurs   primaires  que   nous  considérons 
est  de  la  forme 

<">  '^(^'=n['v-(;|)]""; 

les  Vrt  sont  des  entiers  quelconques,  les  /",/  sont  des  nombres  réels 
positifs  croissants,  \q?>  p„  sont  des  entiers  qui  satisfont  à  l'iné- 
galité 

A  étant  un  nombre  suffisamment  grand,  par  exemple  >  12. 
Voici  notre  théorème  : 

Sur  chaque  ceicle  \z\  =  /•  le  maximum  de  ~{:-)  satisfait   à 
i'  inégalité 

Vv   -    ^ilV'"'^' 
(p)  max  I  ii{z)  1  >  e  '"  , 

l€sy,t  étant  des  nombres  qui  ne  décroissent  que  lentement  quand 
n  tend  vers  l'' infini. 

En  efl'et,  posant 


le  logaritlime  de  1tc(j:)|  aura  la  valeur 

n  =  1 

Ç5  désignant  Targumenl  de  :;. 
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Provisoirement,  nous  décomposerons  celte  série  par   une  cou- 
pure arbitraire  au  nombre  n  =  N  : 


.N-l 


\0g\iz{z)'  =^'Jn  sPp^'  Gp„{Sn,^)  -^^  ''"  *«"'"'  ^P"  ^  '"  '  *?  )" 


Désignons  généralement  par  /^.'  les  intervalles  (a')  introduits  plus 
haut. 


(.\k-^l)T. 

5  O/c  = 


■ip  -+-  J 
(0^2  A- ^/?  —  [), 

et  considérons  dabord  les  i'^""'  (n^^).  Ils  sont  situés  à  une  dis- 
tance 

4-     r  _     4A -4- 5     _  4 /x  -I- 1 "I  ^      i- 

•>/)„^,^I    L  li^npn+l-^i)  l6p„+i]    "^    >pn  +  i—i 

l  un  de  1  autre.  La  longueur  de  chaque  intervalle  /y|"^'  est 

-       4  /c  —  I         .  '        I  I  \  (   4  /c  —  II- 


< 


Donc est   une  limite  supérieure  de  la    lonirueur  de 

deux  intervalles  et  d'une  distance. 

Daulre  part,    une   évaluation   analogue    donne   comme   limite 
inférieure  de  la  longueur  dun  inter\alle  i^l" 


iip,,-^  I  )- 

Si  j'ai  donc  choisi  la  relation  entre /j>„  gI  Pn+\  de  sorte  que 

I  6 

77> 


(2/7„-hl)-  2/J„+i-f-I 

il  est  manifeste  «pie  cha(|ue  intervalle  /^"  renferme  dans  son  inté- 
rieur au  moins  un  intervalle  complet  i'^"^'.  Or  cette  relation  est 
garantie  par  la  condition  (~'). 

Donc  ces  intervalles  //'«  s'emboîlcnl  luu  dan^  l'autre.  Par  suite, 
il  y  a,  dans  chaque  intervalle  iP^,  au  moins  une  \aleur  cp/,  telle  que, 
j)Our  'i  =  'i/,,  on  puisse  ap[)liquer  les  inégalités  (//)ou  ()/')  à  toutes 
B.  10 


M6 


les  fonctions  G„  (/t^N).  On  a  donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  /' 


I  4 


Substituant  dans  log|7r(:;)|,  ou  trouve,  en  posant  x;'*' = /•(?'?*, 


(?') 


.(^^^)) 


n  ^r\^ 


jNous  n'avons  qu'à  prendre  N  =  i,  pour  tomber  sur  le  tliéorème 
énoncé.  Nous  pourrons,  en  particulier,  choisir  un  tel  nombre  k 
(jue  la  \aleur  's/,  correspondante  est  plus  ^^.rande  que  -• 

On  aura  alors,  d'après  ()v'), 


(?") 


T"> 


Pn  —  l    S„-T-  i  pn^\    r  -¥■  r„ 


.Mais  la  forme  plus  générale  (p')  est  utile  si  la  relation  (-') 
entre  p^  elp„j^\  n'est  vérifiée  qu'à  partir  d'une  certaine  valeur  N 
de  l'indice  n.  En  voici,  par  exemple,  une  application. 

Soit  /•  >■  •>.ry_^\  par  suite, 

sn>i-        (n^N-i). 

\L\\   se   rapportant  à  la   valeur   (a)   de  G/,(.s%'^),   on  voit  de   suite 
que  G/,  (.s,  es)  a  pour 


dos  valeurs  positives 


s  ^1,  o  <  o  <■  

■ip 


Gm> COSOCi 

'       p  s 


En  ellet,  tous  les  termes  du  numérateur  de  G^  sont  alors  positifs. 
Or,  pour   nSN  —  i,   supposons  seulement  que  les  entiers  p„ 
vont  en  croissant,  de  sorte  que 

Pn<Py  (/l^N-l), 

tandis  C[ue,  pour  n  ^N,  nous  ayons  de  nouveau  l'inégalité  (tc'). 
Considérons  l'intervalle  «(,'"  et  la  valeur  c3o  contenue   dans  /|'\ 
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Soit />  un  des  nombres />, ,  ...,/;,(^,,  donc  p  <^  p^^.  Vav  suite. 

P'io^P (  I-^   -, )  =P (  '-^  7—  )  =  -  —  T7 

Donc,  pour  /?  5 ^  —  •;  d'après  (a-), 

^Pn    (   '    ?«  ) 


Pn 


ii^pn-r-l)  pi, 


et 


>  eP 


Uk)'"' 


Substituant  dans  (0')  nous  arrivons  à  rinégalité 


avec,  d'après  ().") 


S  v„S„(-^)''"+Vv„T„( -il  )''""' 

I  -(2'»0I>  e  •  " 


PTi  Pn    '' 


Cette  formule  est  tout  à  fait  analogue  à  (p)  et  rend  les  mêmes  ser- 


II  est  évident  que  ces  théorèmes  sur  les  produits  infinis  sont 
très  insuffisants  au  point  de  vue  tliéorique;  ils  nous  rendent  tou- 
tefois des  services  dans  nos  applications.  Il  serait  d'un  grand 
intérêt  d'indiquer  des  inégalités  analogues  pour  les  produits  ~[:- } 
généraux.  Mais  je  ne  peux  faire  que  signaler  ce  problème. 
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